﻿K Kuratovsky TOPOLOGIE volumul EDITURA "MIR" Moscova Monografia celebrului om de știință, vicepreședinte al Academiei de Științe a Republicii Populare Polone, academicianul Kazimir Kuratowski este un fenomen remarcabil în literatura matematică Este cea mai completă și mai ușor de citit lucrare, acoperind majoritatea secțiunilor topologiei moderne Monografia a trecut prin trei ediții în limba franceză (ediția a treia, Varșovia, ) Textul primului volum a fost revizuit semnificativ de autor și pregătit pentru publicare simultană în rusă și engleză În prezent, autorul lucrează la manuscrisul celui de-al doilea volum Cartea va fi de interes pentru toți matematicienii, de la studenți la specialiști, deoarece în ultimii ani metodele topologice au pătruns aproape în toate ramurile matematicii CUPRINS Prefață la ediția rusă Prefață la primul volum INTRODUCERE § Operatii de logica si teoria multimilor I Algebra logicii II Algebra multimilor III Funcții de declarație IV Operația E V Operații infinite pe platouri VI Familia tuturor submulților dintr-o mulțime dată VII Idealuri Filtre § Produsul direct al seturii I Definiţie II Proprietățile produsului direct III Axe, coordonate, proiecții IV Funcții de enunț ale multor variabile V Relația dintre operatorii E și V VI Înmulțirea axelor VII Relaţie Familie de factori VIII Congruență modulo un ideal § Mapări Comanda Numerele cardinale și ordinale I Terminologie și notație II Imagini și prototipuri III Operații pe imagini și prototipuri IV Diagrame comutative V Mapări cu mai multe valori VI Seturi de aceeași cardinalitate numere cardinale VII Funcții caracteristice VIII Produs direct generalizat IX Exemple de numărare a produselor X Comandă XI Seturi bine ordonate Numere ordinale XII O mulțime de HK XIII Spectrele inverse și limitele lor XIV (Ct)-operare XV Sie Luzin XVI Aplicație la discontinumul C al lui Cantor CAPITOLUL SPAȚII TOPOLOGICE § Definiţii Operațiunea de închidere I Definiţii II Interpretare geometrică III Reguli calcul topologic IV Închidere relativă V Analiza logică a sistemului de axiome § Seturi închise şi deschise I Definiţii II Operațiuni III Proprietăți GV Seturi relativ închise și relativ deschise V Seturi de tip Fo și VI Borel seturi VII Acoperire spațială Măcinare VIII spații Hausdorff IX '^-spatii X Spații regulate XI bază și subbază § Limita si interiorul unui set I Definiţii II Cateva formule III Conexiune cu seturi închise și deschise IV Teorema aditivității V Seturi separabile VI Dualitate între operațiunile de închidere și de preluare a interiorului unui set § Vecinătatea unui punct Localizarea proprietății I Definiţie II Condiții necesare și suficiente III Filtre convergente IV Localizare V Seturi închise local § Peste tot Seturile dense, de graniță și nicăieri dense I Definiţii II Condiții necesare și suficiente III Operațiuni GV Descompunerea frontierei V Seturi deschise modulo nicăieri seturi dense VI Proprietăți relative VII Localizare VIII zone închise IX zone deschise § Puncte de acumulare I Definiţii P Condiții necesare și suficiente III Cateva formule GV Seturi discrete V Seturile dense în sine VI Seturi rare § Seturi de prima categorie I Definiţie II Proprietăți III Teorema unicității IV Proprietăți relative V Localizare VI Formule de descompunere §unsprezece Seturi deschise în raport cu seturile din prima categorie Proprietăţile Baer I Definiție, II Remarci generale III Operațiuni IV Condiții necesare și suficiente IV a Teorema existenței v Proprietăți relative VI proprietatea lui Baer în sens restrâns VII (CL) - operare § Serii alternante de seturi inchise I Formule ale teoriei generale a multimilor P Definiţie III Teoreme de separabilitate Descompunerea într-o serie alternativă GV Proprietăți reziduale V Condiții necesare și suficiente VI Proprietățile mulțimilor descompuse VII deduceri VIII Reziduuri de Comandă Transfinite § Continuitate Homeomorfismul I Definiţie P Condiții necesare și suficiente III Mulțimea D(f) a punctelor de discontinuitate IV Afișări continue V Proprietăţi relative Îngustarea Retragere VI Funcții cu valoare reală Funcții caracteristice VII Mapări continue unu-la-unu Comparație de topologii VIII Homeomorfismul IX Proprietăți topologice X Rang topologic XI seturi omogene XII Aplicații la grupuri topologice XIII Deschideți afișaje Mapări închise XGV Mapările deschise și închise la un anumit punct XV luați în considerare mapările continue § Spații complet regulate Spații normale I Spații complet regulate II, Spații normale III Setați sisteme similare în sens combinatoriu în spații normale GV Funcții reale definite pe spații normale V Spații normale ereditar VI Spatii perfect normale § Produsul direct X'xc * al spațiilor topologice I Definiţie II Proiecții și mapări continue III Acțiuni asupra produselor directe GV Diagonală V Proprietăţi ale mapării / considerată ca submulţime a spaţiului X'xc Ch VI Secțiuni orizontale și verticale Cilindru pe platoul VII Invarianți directi de produs § Produse directe generalizate I Definiţie II Proiecții și mapări continue III Acțiuni asupra produselor directe GV Diagonală V Invarianți directi de produs VI Limitele spectrelor inverse § Spațiu x Topologie exponențială I Definiţie II Proprietăți de bază III Mapări continue cu mai multe valori GV Cazuri în care spațiul este obișnuit V Cazul când spațiul nu este normal VI Conectarea spațiului x cu structuri și algebre Brauer § Funcții semi-continue I Definiţii II Exemple Conectare cu funcții reale semicontinue Remarci III Proprietăți de bază IV Unirea cartografiilor semicontinue V Intersecţia cartografiilor semicontinue VI Diferența de mapări semicontinue § Spațiu împărțit Topologia factorială I Definiţie II Proiecții Conexiune cu mapări reciproc continue III Exemple și observații IV Relația dintre topologia factorilor și topologia exponențială CAPITOLUL SPAȚII METRICE A Legătura cu spații topologice, ^-spații § ^-spații (în care este definit conceptul de limită) I Definiţie II Legătura cu spațiile topologice III Conceptul de continuitate IV Produs direct de este o funcție de enunț (în spațiul numerelor reale) Notația Vf(x) înseamnă: există un element x astfel încât f(x) X (adică un element x care satisface condiția luată în considerare) Scrierea Df(x) înseamnă: pentru fiecare element x avem f(x) (adică fiecare element al lui x satisface condiția luată în considerare)!) De exemplu: D(x-{- >x), X/(x = ) Este ușor de demonstrat următoarele formule: P[VfM]=APfM > P[Lf (x) \u d Vpf " (formule Morgan generalizate), Cuantificatorii V și A sunt generalizări ale conectivelor V și A Și anume, dacă spațiul este finit, să spunem =(n , a af, atunci Vf(x) = F(ab) Vf("i) V ••• Vf("l) Df(x)==f(d )Af(A) A ■ • • A f(a)- Evident, orice afirmație a poate fi considerată ca o funcție a enunțului (care este identic adevărat sau identic fals) Astfel avem Va = a = D', VI'LfM = aLVf( XXX x a V L f (x) == D [a V f (x)] XX ) În locul simbolurilor V și d se folosesc și simbolurile x și Vx XX Introducere IV Operațiunea E- Simbolul E f (•*•) înseamnă mulțimea tuturor x, XX astfel încât φ(x) ) De exemplu, mulțimea E (x > ) este mulțimea numere pozitive Mulțimea E (x - x) este formată din două numere X sat si Este ușor de demonstrat următoarele formule: (DESPRE ( ) E Pf (*)]^-[EfOv ( ) ЕіфОО VФ(*)] = Еф(*) și ЕФ(*) ( ) E[f(x)AF(x)] = Ef(*)PEF(x)- V Operații infinite pe platouri Să fie dată o mulțime T Să punem în corespondență cu fiecare t £ T mulțimea At (o submulțime a spațiului ) Mulțimile (J At și [~| At sunt definite tt sunt dispuse după cum urmează: (o (*€pa)=a(*€A)- Este evident că dacă mulțimea T este finită, să spunem T - ( , , , /r), atunci avem UA=AuD i • şi an, pd" tt În cazul în care T este o mulțime de numere întregi pozitive, în loc de t, puteți folosi variabila n și scrieți nămol în loc de nămol şi P| Sus în loc de PA- n = lt L = t Există două operații importante de numărare: co co co co Lim inf An = n ~> co şi P A n= k= n + k Lim sup An = P -> oo P U An+k n = l = o Dacă Lim inf Dn = Lim sup An, atunci secvența Do, Av nazy-rt~>CO L->co convergenți și scrieți Limes An = Lim inf An = Lim sup An n->OO P-+OE n->X> ') În locul caracterului E R Un ideal propriu se numește maxim dacă nu este conținut în niciun alt ideal propriu; aceasta este echivalentă cu ( ) fie A e R, fie (-A) E R pentru fiecare set Ac X Se poate demonstra (folosind axioma alegerii) că fiecare ideal propriu-zis este conținut într-un ideal maxim Conceptul de filtru este dual cu conceptul de ideal Și anume, o familie S (nevide) de submulțimi de X se numește filtru (vezi Bourbaki [I], Ch I, § , elementul ) dacă ( ) din A și AclB rezultă că B e S; ( ) din A e S și B e S rezultă că (An^) > Un filtru se numește propriu dacă ^ Un filtru propriu se numește maxim (sau ultrafiltru) dacă nu este conținut în niciun alt filtru propriu; aceasta este echivalentă cu ( ) fie A £S fie (-A)££ pentru fiecare set AcX Este evident că familia S este un filtru dacă și numai dacă familia R de mulțimi (-A), unde A £ , este un ideal O familie de mulțimi B se numește centrată dacă V s V \u d f r (Lx) pentru orice subfamilie finită B Conceptul dual poate fi introdus pentru idealuri § Produsul direct al multimelor I Definiţie Produsul direct al mulțimilor X și Y este mulțimea tuturor perechilor ordonate (x, y), unde x e X și y e Y Această mulțime este notată cu XX Y Astfel, avem ( ) [(x, y)ePXK)] = (x ^)A(y T) *) Acest concept a fost introdus de A Kartam § Produsul direct al multimelor Mai general, să fie dat un sistem finit de mulțimi X,, X , Xn Produsul lor direct Xt X X X • • • X Xn este multimea tuturor secventelor (Xp x xy), unde xk E X!; pentru k - , , , P Dacă toate mulțimile Xi Xn coincid, adică Xi = -X, atunci produsul lor direct va fi notat cu Xn Exemple ■) Mulțimea Z este un pătrat, mulțimea / este un cub Mulțimea % este un plan, mulțimea X este un spațiu euclidian n-dimensional Un cilindru poate fi privit ca un produs direct al unui cerc (bază) și al unui interval închis (înălțime) Suprafața unui tor este produsul direct a două cercuri I Proprietăţile produsului direct Următoarele formule sunt ușor de demonstrat folosind ( ): ( ) (x! și X ) X și r ) = = (Xi X-th u (X, X y ) și (x x YJ u (X x YJ, ( ) (Xj P X ) X (G p G ) = (X, X Yx) P (X X y ), ( ) (Xj - X ) XY = (X! XY) - (X XY), ( ) (XjC:X și Yxc Y )^{Xl XYxcX X Y ) (dacă X^O^YJ, ( ) A X B \u d (A XY) P (XX B) (unde LsX și VsU), ( ) - (L XV) \u d ((-L) X E) U (XX (-m) ( ) [(X! X YJ = (X X T )] = φ [X! = X și }' = Y ], dacă toți factorii nu sunt goli Observați următoarele proprietăți ale uniunilor și intersecțiilor infinite: ( ) UAXU^= și AsXBt, ochi, t ( ) PLHP^= n AsXBt ochi, t III Axe, coordonate, proiecții Să fie date două spații X și Y; le numim, ca si in geometria analitica, axele produsului XX Y Fiecare element z al multimii XXY are forma z = (x, y); elementele x si y se numesc coordonatele elementului z (abscisa si ordonata); elementele x și y se mai numesc și proiecțiile elementului z pe axă Mai general, proiecția mulțimii AcX XY pe axa X este mulțimea de abscise a elementelor mulțimii A, adică mulțimea EVIO, y)EL] JT y IV Funcții de enunț ale multor variabile Funcția propozițională MLFM =AV[ MbI obținem condiția continuității uniforme a funcției / Cometariu Este ușor de observat că semnul de implicație în formula V D f (x, y) = f g V f O, y) uh x y nu poate fi înlocuit cu un semn de echivalență § Produsul direct al multimelor Cu toate acestea, următoarea formulă este valabilă: Vf (-V, y) = VL (PIL: - / O) b X y f x unde f este o mapare de la o mulțime X la o mulțime Y (vezi § , I) V Legătura între operatorii E și V- ( ) E Vph(*> y) = UЕph(*> y)- x y uh Dovada Conform § , IV ( ), avem X y y Punem Dy = E φ(*, y)- Atunci q > (t, y) = t £ Φ φ(* y)^^ ^y Conform § , V ( ), rezultă de aici că Vf(L y)==V(^ Dy)^siDy^bIIIEf Y) - Atunci X y fO y)=((*> y) D) și E Vf(* y) = E V((x, y)€D)- X y X y Aceasta completează dovada (vezi III) VI Înmulțirea axelor Observați următoarele formule: (O E F (Y) \u d G X Ef (y) X y ( ) E [f(*)VF(y)] = [Eph(*)x I u \x XEF(Y) x, y LJL și J (cf § , IV ( )), ) Ey[f(x)LF(y)] = [E f(x) X I] n p EF(y)] = = Eph(x)X Eph(y) (cf II ( )) ') Vezi Schroeder [ ], p , precum și Tarski și Kuratovsky [ ], p Topologie, vol I Introducere Exemplul Fie & mulțimea numerelor întregi și mulțimea numerelor raționale Atunci noi avem J = E VV [(y c ■X) l (z C l {XZ = y) A (Z #= )] X și Z Sa punem A \u d E [(Y L l (XZ \u d y) A (z f )] x, y, d Pe baza § , IV ( ), mulțimea A este intersecția următoarelor patru mulțimi: G al mulțimii E (Y C \u d XX E (Y (E XZ, care este uniunea lui x, y, z y formarea de plane paralele cu mulțimea XXZ și care intersectează axa Y în puncte întregi; ° din mulțimea E, care este unirea planelor paralele cu JT, y, z situată pe mulțimea XX' și intersectând axa Z în puncte întregi; ° unui paraboloid hiperbolic y = xr\ ° spațiu XXYXZ fără plan z = Conform teoremei articolului V, obținem mulțimea ? proiectând mai întâi mulțimea A pe planul XXY și apoi proiectând mulțimea rezultată pe axa X Exemplul Fie flt o succesiune de continuu funcțiile unei variabile reale x Mulțimea C a punctelor de convergență a acestei secvențe este, prin definiție, c=EA VdHi/l+m(x)-/d(x)| Apoi c \u d P U P lp, t, b A \u d și \u d n \u d Din această ultimă formulă rezultă că C este o mulțime de tip Ba(, (cf § , XII) VII Relaţie Familie de factori Funcția de propoziție a două variabile Y Setul tuturor mapărilor de la X la Y este notat cu (K)fet> sau pur și simplu Yx când se evită confuzia (indexul este folosit pentru a distinge această mulțime de setul de mapări continue, despre care se va discuta mai târziu) Este evident că Dacă fiecare element al lui Y este o valoare de mapare /, atunci / se spune că este o mapare de la X la Y Dacă pentru o mapare dată / : X -> Y limităm domeniul variabilei x la mulțimea E c X, atunci obținem o funcție restricționată g - f\E Prin urmare, ( ) g(x) = f(x) pentru x £ E și g Y și g : Y Z Atunci compoziția acestor mapări h : X -> Z se scrie ca h - g o / (sau prescurtat h - gf) și este determinat de formula ( ) h(x) = g[f(x)] pentru x e X Compoziția mapărilor este asociativă, adică ( ) (A ° /i) ° A - A (/i A) - Astfel, compoziția AAA este definită corect cu condiția ca fn : Xn -> Xl+ pentru u - , , O mapare f : X Y se numește unu-la-unu dacă I/ (*i) = f (x )] (Xj = x ), adică dacă (Xj = x ) = [/ (Xj) = / (X ) § Mapări comanda Evident, dacă mapările f : X -> Y și g : Y -> Z sunt unu-la-unu, atunci maparea h = g°f este de asemenea unu-la-unu II Imagini și prototipuri Fie / : X -> Y Numim imaginea multimii Ac X multimea ( ) X (dacă nu există confuzie, scriem /(L) în loc de /'(L)) În schimb, dacă mulțimea В T și / : T-> X În special, / este definit pentru orice set de un element (y), unde y £ Y În cele ce urmează, vom fi de acord să scriem /(y) = /~ ((y)) Apoi ( ) /: Y -> X și [XC/(y)] = [y = /(x)] - Este evident că dacă y £ Y - f(X), atunci /(y) = Luați în considerare acum partiția D; (sau D pe scurt) indus de maparea /; D} este familia tuturor mulțimilor f(y), unde y trece prin mulțimea /(%) Apoi ( ) X = u (Y) și (Y)P (/)=O pentru y=#y' la Definim / pentru D £ D prin formula unsprezece ( ) (/(O)) = y (O); deci / : D->Y Introducere Este evident că f este o mapare unu-la-unu, iar dacă Y = f (A'), - atunci maparea f este inversă cu /: i-i -ii - ( ) ff este identitatea = ff și f\Y->D III Operații pe imagini și prototipuri Fie f : X -> Y, AtaX și BtcY, unde t^T Este ușor să stabiliți următoarele formule: ( ) /(L și L ) = /(L ) și/(L ), (Іа) /(уА) = у/(Лр, ( ) /(A^A^s/U^L/Ur), ( a) /^PL^cPt) ( ) /^-/(A^c/^-Xr), ( ) (L, s L )=φ(/(L )s=/(L )), ( ) (/(A) = )==(A - ), ( ) /"'(^u^-y'^u/- ^), (ba) r UsA==U/~W y t ) t ( ) Г (Вх Л В ) = Г (Bj) Л / (В ) ( a) g grl \u d p / t la t J t ( ) / (^i- ) = (Г (В )-/- (В )), ( ) (B^B^gfCl^BOc/'^Br)), ( ) (/-,(B) = )=(Bn/W- ), ( ) Bs/- (L), ( ) /G (B) = VP/(X) ( ) /(L)LP = /[LL/ (B)] Unde ( ') [/(L) L B \u d ] \u d [L L / (B) \u d ] și (care este echivalent) ( ") [/(L)sV]==[L s/-i(V) ; prin urmare, ( '") § Mapări comanda Pentru a demonstra formula ( ), să presupunem că Y / (A) P B Atunci există un element x £ A astfel încât y=/(x) £ B; (B)] Invers, conform formulele ( ) și ( ), f[A PG (B)] cu /(L) L R' (B) =/(L) L B Formulele ( ) și ( ) se referă la restricții: ( ) fie g =/| A, apoi g ~ l (B) - DL / (B), ( ) fie X = \jAt și gt=f\At, apoi / (B) = (J y (B) Aceste formule pot fi stabilite după cum urmează: tt În continuare, avem ( ) [/(B)] =/ (B) Într-adevăr, ¥E/(B)^ V [a=/(y)] = V [A-/-'■((Y))]; uev U€V de aici rezultă că s[/WI = U Y,((y))-/~ u W=T\V) y^v bv j Există o formulă ( ) / (B) = PznEU s/ (B)]- Într-adevăr, [(L Df) A (L c: /- (B) )] = V [(y E B) d (l \u d / (y))] [l £ / (B)] la Rețineți că dacă / este o mapare unu-la-unu, atunci incluziunile ( ), ( a) și ( ) se transformă în egalități Și anume, în acest caz avem ( ') tll^/ulpt), ( 'a) /(PL>P/(A) V / t ( ') /(A -A ) = /(A )-/(Ai) Introducere În plus, dacă f este o mapare unu-la-unu, atunci ( ) (x £ A) = [Y(x) € Y(A)] Următoarele reguli pentru algebra funcțiilor pot fi stabilite cu ușurință ( ') (Y = ?) = "(YI = ^ ) adică dacă f(x) - g(x) pentru fiecare x e X, atunci f(A) - g(A) pentru fiecare A c X Se notează prin id maparea identității (pentru intervalul corespunzător al variabilei); apoi (vezi ( ) și punctul V) id cu f~Yf\ ( ) / - h (Y f =id) = (/ este o mapare unu-la-unu) Conform formulei ( ), avem ( ) Y'Y' cu id, ( ) (y /- = id) = (/ este o mapare pe) Să considerăm acum maparea compusă y = (y , fx), unde V : X -> V și f\ : X -> Y ; maparea f este definită de condiția: Y(x)=:(Y (x), Yi(x)), deci f : X -> / X Următoarele formule sunt valabile: ( ) Y(L)cY (L)XYi(L), unde A c X, ( ) y-'^oXB^Y^CH^PUG'Sh unde BQ cu r și B cK, Într-adevăr, (Yo Y ) \u d f [Vo / oI) I A [U / G )]; [x Y- (În x ^)] \u d [Y (x) C (În X W)] \u d -[/o(X)eBo] A [Y (x)CB ]^[xeY -,(B )PUG (BI)] Considerăm, în sfârșit, maparea produsului g=fo'X fi, unde y : A'o -> Ko și fx-, X^->Yp, maparea g este definită după cum urmează: g(xo, X!)=:(Y (X ), AUj)), Prin urmare, ^(XoX^-CHYeX^) § Mapări comanda Este ușor să vezi asta ( ) £(A X ^i) = /oIo) X / (^ ), unde ( ) unde Bj cu U IV Diagrame comutative Fie /:X->Y, g : YZ și h:X->Z Dacă h - g°f, atunci spunem că diagrama (triunghiulară) X-K \ th ^z comutativ Este evident că ( ) hx = f -log-\ adică A",(C) = /" [g-" (C)] pentru CcZ Aici: z-> Y și / I: Г-> X Mai general, o diagramă (dreptunghiulară) X -U U l II g * se numeste comutativa daca ( ) gaf=^koh, i e O diagramă triunghiulară este, evident, un caz special al uneia dreptunghiulare, și anume, când T = Z și maparea k este identică Din relaţia ( ) rezultă că ( ) r'g-^h-'k-' Teorema Formula ( ) este echivalentă cu formula ( ) fh~'' cu g~''k si formula ( ) й/ І cu k~lg Dovada ( ) gf ( ), Într-adevăr (a se vedea ( ), ( ), ( )), fh~l şi g~'gfh~x = g~xkh h~i ( j Într-adevăr, gf c: gfh~xh c gg~xkh c kh, Introducere prin urmare gf(x) cu kh(x), deci gf(x) - kh(x) Deoarece formulele ( ) și ( ) sunt simetrice (față de diagonala XZ), demonstrația echivalenței ( ) "( ) este similară Definiție O diagramă se numește bicommutativă ') dacă ( ) fh-^g-'k sau (simetric) dacă ( ) hf-x = k-'g Cu alte cuvinte (în conformitate cu teorema ), o diagramă este bicommutativă dacă este comutativă și satisface o incluziune inversă a lui ( ) {sau ( )), adică ( ) g~lkafh~x sau, simetric, k~lg cz hf~x Teorema O diagramă comutativă este bicomutativă dacă și numai dacă este valabilă următoarea implicație ( ) dacă g(y) = k(t), atunci există un element x astfel încât y = f(x) și ih(x') Dovada Este suficient să arătăm că ( ) = ( ) - ( ) gf( ) Să presupunem că g(y) - k(t) Atunci y £ gk(t) și - prin urmare, conform formulei ( ), y^fh(t) Prin urmare, există un element x astfel încât y = /(x) și h(x) = t - ( ) sf( ) Fie y £ gk(f) Atunci g(y) == k(f) Din declarație ( ) -unsprezece rezultă că (x) th (t) și (y) - f (x) £ fh (/); aceasta completează dovada Observație O diagramă comutativă nu este întotdeauna o diagramă bicomutativă Exemplu: X - Y = T = (a, b), Z = (a), f = h sunt mapări identice și g = k = const Observația Dacă / = id, atunci bicomutativitatea diagramei (triunghiulare) înseamnă că ( ) hx = g-xk-, prin urmare, în cazul în care h este o mapare pe, k este o mapare unu-la-unu Într-adevăr, conform egalității ( ), hh~x = hg~xk, dar /z/z~'=id și g~x = h~xk~x În consecință, k~xk este id, ceea ce înseamnă că k este o mapare unu-la-unu (vezi III ( )) ') Sau exact, vezi Hilton [ ], § , p § Mapări comanda V Mapări cu mai multe valori Numim o funcție multivalorică dacă valorile ei sunt mulțimi (submulțimi ale mulțimii date) Astfel, de exemplu, mapările / : A-> T și / : !->' X, luate în considerare în Secțiunea II, sunt multi-valori Fie Ft: Y -> X mapări cu mai multe valori, cu t e T; astfel, F/(y)cAr Suntem de acord să scriem Focz*F , dacă Fo(y) a Fx(y) pentru orice y £ Y, (sau pur și simplu Fo cu dacă nu există confuzie datorită notației g cz / folosită în I ( )); F - FO\}FX dacă F(y) = F (y)U Fj(y) pentru orice y e P; F = FonFlt dacă F(y) = Fo(y) P Fx(y) pentru orice y e K etc Astfel, mulțimea ( A)G poate fi privită ca o algebră Boole Teorema Fie A K Fie F = f Atunci noi avem \u d K - / (L) pentru orice X Într-adevăr, conform II ( ), avem [ygr - /(λ)] = [λ PT(y) = ] și [A n F (y) = ] = [A (y) c X - A] = [T (y) £ X~A]== [y £ F~' ( x- )] VI Seturi de aceeași cardinalitate numere cardinale Două mulțimi X și Y se numesc mulțimi de aceeași dimensiune (sau echivalent în sensul teoriei mulțimilor) dacă există o mapare unu-la-unu a mulțimii X la mulțimea Y În acest caz, se scrie X - Y Este ușor de observat că relația X ~ Y este o relație de echivalență Aceasta duce la introducerea conceptului de număr cardinal Și anume, fiecărei mulțimi X asociem un obiect numit număr cardinal și notat cu X, iar două mulțimi X și Y sunt asociate cu același număr cardinal dacă și numai dacă X - Y Rețineți că clasa de echivalență corespunzătoare acestei relații , nu este o mulțime în sensul teoriei mulțimilor; totuși, dacă variabilele de mulțime X și Y sunt submulțimi ale unei mulțimi date A, ca în majoritatea problemelor de topologie, atunci clasele de echivalență sunt mulțimi și pot fi considerate, prin definiție, ca numere cardinale (față de A) Ca de obicei, Ko denotă numărul cardinal al mulțimii de numere întregi, iar c reprezintă numărul cardinal al mulțimii de numere reale Au loc următoarele relații, similare regulilor aritmetice binecunoscute: ( ) yxT-Yx X cu condiția ca X PT - , ( ) (KXZ/~ (K*)X(Zx), Setăm a(/) = (/| X, /I T) pentru că este o mapare unu-la-unu reducerea laturii stângi a relației ( ) la dreapta ( ) UL x Să demonstrăm relația ( ) Wow, etc Este ușor de observat că a $ Afișări comanda Procedăm similar în cazul relațiilor ( ) și ( ) Să demonstrăm relația ( ) Fie /(x) = (A(x), / (x)) pentru f£(YX Z)x Setăm p(/) = (A, / ) Să demonstrăm relația ( ) Fie f £ YXx Sa punem ( ) g (O, )x Este ușor de observat că maparea / este unul la unu și este o mapare pe Asa de, *~{ , II (aceasta arată că denumirile Yx și x sunt de acord) Următoarele formule sunt valabile: ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 'f A-B ~ fA f AP B' dacă , O " Conceptul de funcție caracteristică a unei mulțimi poate fi extins la o secvență de mulțimi sau, mai general, la o funcție multivalorică Și anume, fie Δ: T~-> X, adică F(/) cu X pentru t e T Apoi funcția caracteristică fp a mapării F atribuie fiecărui χ £ X funcția /^(x)^ [O, I) " definită după cum urmează: L(*) = I DESPRE) dacă x £ Ft, dacă x £ X - Ft treizeci Introducere Astfel, funcția caracteristică a șirului Fx, F Pn astfel încât x'n > = dacă x£(-Fn) VIII Produs direct generalizat Conceptul de funcție multivalorică duce la o generalizare a produsului direct Și anume, fie F;T-> X, adică F(t) a X Apoi produsul direct P F(t) gudron este, prin definiţie, mulţimea tuturor funcţiilor z £ Xm astfel încât ( ) Observăm că dacă F(f) - X pentru orice t e T, atunci Definiția de mai sus a unui produs direct generalizat coincide în cazul T finit cu definiția dată în § , I Vom scrie adesea Xt în loc de F(t) și în loc de z(t) Ca si in cazul final, vom numi multimile Xt axele produsului П Xp z ( vom numi coordonata punctului z (sau t proiecția sa pe mulțimea Xp vom scrie și prz z în loc de ) Lăsați setul At cu Xt Următoarele formule sunt generalizări ale formulelor din § , II ( ), § , II ( ), § , II ( ), VI ( ) și VI ( ) (vezi Bourbaki [ ]): ( ) PL = PPL,s unde At,t = At și At:f = Xf pentru f f t\ tt t' ( ) - P L = și PVm' unde Bt, t = -At și Bt,t' = XV pentru t'^t\ tt g ( ') n p L, t = P n As f, st ts ( ) cu condiția ca Xt П Xt> = pentru t' t\ ( ) " L t ) t Următoarea formulă exprimă asociativitatea produsului direct: ( ) dacă T = T'\]T", HG' = , apoi P Yt~ [P Ve X P "] t£T U'£ " t"£T' J § Mapări comanda Observăm acum următoarea generalizare a formulei date în observația din § , IV Fie cp, (x) o funcție propozițională, unde tC-T și xGXt Apoi ( ) L t xțXt zt unde variabila z se modifică pe mulțimea П Xt- t Luați în considerare acum maparea compusă fX->[\Yti unde tf - și ft : X -> Yt Atunci noi avem ( ) [y = /(x)]^A [y' = ft(x)] t Formulele III ( ) și III ( ) pot fi generalizate cu ușurință după cum urmează: ( ) /(L)sPA(L), unde A cu X; ( ) G'^PD^PG/LV/), unde c IV; în special, dacă Bt=Yt pentru tot t cu excepția tQ, atunci (Da) În cele din urmă, luați în considerare maparea produsului g = П ft Yt Înseamnă că (I) [y = g(z)l==A [/ = /( - t Au loc următoarele generalizări ale formulelor III ( ) și III ( ): ( ) ^(PL^P/DL)' unde A cu AD \ t J t ( ) g~' (n Bt} = n/r'(Bz), unde Bt cz Yt, si in special, ( ) £-Shu) = P/GChuO- r^e U SP A- Aceasta Dovada Aplicând relațiile ( ), ( ) și ( ), obținem y C^(P ai]=X іy = £■ O)] £ n \u d V L Iy ' \u d ft (z ' \u d ft (X)] (X e a () == Z tt X = Ay'€GLA) = y€PL (Aty, z € g~ (П Bt^=g (r) g П Bt ~ D ft (r*) £Bt = ^Л^€/Г (^)^^ П^ (A) tt Introducere IX Exemple de numărare a produselor Notăm cu ) mulțimea tuturor numerelor întregi pozitive; atunci produsul X este mulțimea tuturor secvențelor infinite ( ) z = \z\ z zn, ], unde zn > X pentru n = \, În acest caz, este mai convenabil să scriem Xx' în loc de Xs (la fel cum am scris Xn în loc de X(r)' această notație va fi extinsă reno la punctul XII la X pentru arbitrar a) Următoarele exemple au devenit clasice Elementele unei mulțimi (așa-numitul spațiu Fréchet) sunt șiruri infinite de numere reale Dacă aceste numere reale se află în intervalul Q apoi obținem cubul Hilbert Mulțimea ^° poate fi identificată cu mulțimea tuturor numerelor iraționale între și Și anume, fiecare element z ^r' definește în mod unic un număr irațional (extins ca o fracție continuă) m I , 'I r I r | " Dacă setul A este format din două elemente, atunci setul poate fi identificat cu Cantor discontinuum ¥>, definit astfel (aici punem A = { , }, vezi Cantor [ ], p ): este format din numere de forma z ^ ( ) = - - + - " + ■ • ■ + + ■ • ■ • unde zn este sau , adică există o mulțime de toate numerele din intervalul g care pot fi scrise în sistemul numeric ternar fără a utiliza numărul O altă definiție (geometrică) a lui "X este următoarea Împărțiți intervalul [ , ] în trei intervale egale și eliminați intervalul mediu deschis Apoi, împărțim fiecare dintre cele două intervale rămase ^ , -gj și în trei intervale egale și arunca (deschis) intervale medii Continuând acest proces, obținem o succesiune infinită de intervale deschise tăiate Aruncând uniunea lor din intervalul ( , ), obținem o mulțime (care a fost obținută aritmetic mai sus) Discontinuumul lui Cantor este folosit în multe raționamente Aici notăm următorul fapt Fie Alt A , An, o succesiune infinită de submulțimi ale mulțimii X și f § Mapări comanda /"(x) = { funcția caracteristică a acestei secvențe (vezi Secțiunea VII); atunci / este o mapare a mulțimii X în mulțimea 'u ) dacă x £ An, , dacă x e X - An X Comandă Fie dată o mulțime X și o relație între elementele sale scrise sub forma Consideră următoarele patru condiții (reflexivitate, antisimetrie, tranzitivitate și conectivitate): Pentru toți x avem xX x Dacă x y și y X x, atunci x = y Dacă x xdy și y z, atunci x z Pentru fiecare pereche x, y, fie x X^ y, fie y X^ x Dacă sunt îndeplinite condițiile - , atunci spunem că relația este o ordonare a mulțimii X (sau că mulțimea X este ordonată); o relație x y se numește ordonare parțială dacă îndeplinește numai condițiile și Dacă toate condițiile - sunt îndeplinite, atunci mulțimea X se spune că este ordonată liniar De exemplu, mulțimea x este ordonată după relația de incluziune XcY X X Dacă familia Xc 'v este ordonată liniar după relația de includere, atunci spunem că este monotonă O mulțime parțial ordonată se numește direcționată dacă pentru orice pereche de elemente x, y există un element z astfel încât xXr și y X > z Astfel, de exemplu, este mulțimea x (deoarece A c A I) B și B c: A (J B) Se spune că o mulțime ordonată X este cofinală cu o mulțime Y c X dacă fiecărui element x £ X îi corespunde un element y £ K astfel încât xX > y De exemplu, mulțimea tuturor numerelor reale este cofinală cu mulțimea numerelor întregi pozitive Evident, dacă o mulțime X conține ultimul element a, atunci este cofinală cu (a) Spunem că o relație care ordonează o mulțime X și o relație care ordonează o mulțime Y stabilesc ordonări similare dacă există o mapare unu-la-unu f (numită hartă de similaritate) a unei mulțimi X la o mulțime Y astfel încât (* X astfel încât f(A) £ A, oricare ar fi A v= Pentru aplicații ulterioare, notăm următoarea afirmație (numită lema Zorn) Fie X o mulțime ordonată astfel încât pentru fiecare mulțime ordonată liniar A cu X din mulțimea X să existe un element care urmează tuturor elementelor mulțimii A (sau egal cu ultimul element din A, dacă există) - apoi în mulțime X există un element maxim ') Numerele ordinale găsesc diverse aplicații în construcțiile în care se utilizează inducția transfinită Aceste construcții sunt legate de următoarea teoremă Notăm cu Г(а) mulțimea tuturor | X o mapare Atunci există o mapare / : Γ (aD- ) -> Λ" astfel încât f(t) = h[f(T(U)] pentru oricare În sfârșit, amintim următoarea noțiune Un tip ordinal a al unei mulțimi bine ordonate Z se numește limită dacă este cel mai mic număr ordinal dintre toate numerele ordinale care corespund tuturor ordonărilor posibile ale mulțimii Z, transformându-l într-o mulțime bine ordonată Astfel, a (notat și Γ(χα) este o mapare unu-la-unu pe, atunci maparea / definită de condiția țț X (/) = / o A: astfel Xt C A pentru fiecare t e T Fie / o funcție definită pe mulțimea T X T pentru perechi (/,, i\), unde astfel încât ( ) ftA:Xtl^Xlo ') În legătură cu axioma alegerii și ipoteza continuumului, notăm lucrările remarcabile recente ale lui PJ Cohen [ *], [ *] (Numerele cu asterisc se referă la lista de referințe adăugate în timpul corecturii ) - Notă, trad * Introducere Să presupunem în continuare că ( ) Ab A,b = A"b AT ) T): § Mapări comanda Presupunem că y = /ioa(z') pentru z £ X^, unde (d) = h^z } (Și) ht (?) = /, adică Este ușor să vezi asta ( ) dacă fiecare ht este reciproc o mapare unu-la-unu pe și o mapare h^ ••• - sistem mo la fel *XIV ( )-operare ')• Let definit pentru fiecare succesiune finită numere întregi pozitive O multime de seturi, la sistem ( ) Și = și r\Ak h \ kp L= se numește rezultatul (^-operației aplicate {A*> ••• În special, dacă p ^ - Bk^ sau k^ = Bn, atunci avem R = (J Bk sau respectiv R = П Вп = l = Notăm cu z - [z , z , zn, ] un număr irațional arbitrar între și (zn este un întreg pozitiv, vezi IX ( )); atunci noi avem "= y zȘbV' /i = unde este mulțimea tuturor numerelor iraționale între și Un sistem set [Ap se numește regulat dacă AA znzn+l L zn- Orice sistem poate fi regularizat fără a modifica rezultatul (^-operație Și anume, setăm (O Azl zn = Az' П^П ••• П ЛгІ? Observați următoarele formule înrudite (vezi Luzin și Sierpinsky [ ], p ): ( ) uip^ ^ = upl> t zkzk si, mai general, ( ) iigi? / = un^> mzk 'zk zn- la sistemele obișnuite ? ilz' zk' *) Vezi Suslin și Luzin [ ], p , și Hausdorff [ ], § Există proprietăți importante, cum ar fi măsurabilitatea sau proprietatea Baer, care sunt invariante sub operația (^-(vezi § ) Operațiunea (L), precum și seturile A, au fost numite de Suslin în onoarea lui PS Aleksandrov, care le-a descoperit Introducere ( ) din includerea Arі cz sruі rb rezultă că U P L ? A Să presupunem că p nu aparține laturii drepte a relației ( ); Apoi L L [(p€^ , p)=ΦV^e^ : zk L rn J aceasta înseamnă că pentru fiecare sistem de indici m{ mk (& ) > ), astfel încât p > Am m, există un indice m astfel încât RSD/P] mkm- Deoarece p > A, există un indice m astfel încât de unde rezultă în mod similar că , și etc Prin urmare, există o succesiune infinită de indici mp /u , astfel încât și reiPL* ?- k "zk Acest lucru demonstrează că p nu aparține laturii stângi a relației ( ) Teorema Dacă sistemul este regulat şi ( ) [(d yi)] = f(Dg , "PLu st = ), Acea (P il^ g" = lil' ?" z p p Z Dovada Includerea obţinută din relaţia ( ') prin înlocuirea = cu c este întotdeauna adevărată (chiar şi pentru sistemele neregulate; vezi § , IV) Să presupunem acum că elementul p aparține laturii drepte a egalității ( ') În consecință, există un singur indice /Pp astfel încât p G Am În mod similar, există o pereche qx, m astfel încât Deoarece A > a A i, apoi p^A și, deci qr= mv În mod similar demonstrăm că există un indice /n astfel încât p £ Am,m ms unde ! A În schimb, să presupunem că x e A, adică că sunt îndeplinite condițiile ( ) Sa punem іт г" = X ' unde Pentru un n fix notăm cu jn un astfel de indice care P Fie r = - -] -, unde , n, unde pnCX\JY Apoi, în setul {pn} n există o submulțime infinită, ale cărei toate elementele aparțin mulțimii X sau mulțimii K; în primul caz pfX, iar în al doilea caz p£Y Astfel, în ambele cazuri pț X]JY, așadar, Pe de altă parte, dacă un punct p aparține închiderii unei mulțimi X, atunci în mod evident aparține și oricărei mulțimi care conține X, de exemplu, mulțimii X[)Y În consecință, X(JY cz X(J Y), ceea ce implică valabilitatea Axiomei Valabilitatea axiomelor și este evidentă, rămâne de verificat axioma Prin definiție, avem Întrucât punctul p aparține închiderii mulțimii X, există un punct r e X în interiorul lui S, care, la rândul său, presupune existența unui punct s e Sf|X Astfel, orice bilă care conține un punct p în interior conține și un punct din mulțimea X Dar asta înseamnă că p > X P Reguli de calcul topologic ( ) (XsK)=f(Xs:P); ( ) URQSH(]G; ( ) X - KsU-U; (Pentru) X : UTR; ( ) pXszL^; II ( ) U Y cu U Y; II ( ) (X este o mulțime finită) = φ (X = X); ( ) Г= Primele cinci reguli decurg din Axioma Într-adevăr, pentru a demonstra formula ( ), observăm că (vezi § , II) includerea X C Y este echivalentă cu egalitatea Y = X (J Y, din care rezultă că Y = XU Y, dar, în virtutea axiomei , are loc egalitatea Y = XU Y, care la rândul ei este echivalentă cu includerea X A și g : A -> A hărți astfel încât (■* C O familie A se spune a fi local finită dacă fiecare punct p este conținut într-o mulțime deschisă O care intersectează cel mult un număr finit de elemente ale lui A Familiile limitate local au următoarea proprietate interesantă Teorema Dacă {Xt], t e T (T este o mulțime arbitrară), este o familie de mulțimi local finită, atunci ( ) tt Dovada Ținând cont de formula § , III ( ), este suficient să arătăm că ( ) il O (vezi Nöbeling [ ]) Observația Există spații Hausdorff care nu sunt regulate Fie A = { , / /n, { Introducem topologie în intervalul unitar după cum urmează: sunt închise toate mulțimile închise în topologia naturală, precum și mulțimea A Într-o astfel de topologie, este un spațiu Hausdorff care nu este regulat XI bază și subbază O familie B de mulțimi deschise se numește o bază (deschisă) a unui spațiu topologic dacă fiecare mulțime deschisă poate fi reprezentată ca o uniune de elemente ale unei subfamilii a lui B O familie de mulțimi deschise se numește subbază (deschisă) dacă ' familia tuturor intersecțiilor finite (nevide) de elemente ale mulțimii este o bază a spațiului (Kelly [ ], p ) Exemplul Familia tuturor intervalelor deschise r r și x ■ ■ ■ o succesiune de elemente ale bazei conținute în mulțimile familiei (OD Fiecare indice kn poate fi asociat (după axioma de alegere) cu un indice tn astfel încât Rb cG, Apoi kp Ip co co și V și °tn cu și Gt- n- n n = t Pe de altă parte, dacă p e Gt, atunci există un indice J astfel încât p e Rjtz GT Indicele j aparține șirului kA, k CO co adică p £ U Rk • prin urmare |J G c (J , după cum se cere înainte-P= " t A= " Spune Cometariu Teorema lui Lindelöf poate fi formulată și în următorul mod echivalent: fiecare familie (nenumărabilă) de mulțimi închise {FJ în spațiul luat în considerare conține o secvență (numărabilă) Flt, Fh astfel încât P LA \u d PL l= p I Pentru a demonstra această afirmație, este suficient să notăm cu Gt complementul mulțimii F\ și să aplicăm legea dualității lui Morgan (§ , V) teoremei lui Lindelöf § Limita si interiorul unui set I Definiții (vezi Cantor [ ], p , și Jordan [ ], p ) Granița unei mulțimi X este mulțimea Pr(A = Xn(I^O Interiorul unei mulțimi X este mulțimea Іці (L) \u d - - X § Limita si interiorul unui set Exemple Fie mulţimea X un cerc λ - φ y B); și , vezi fig § , II) De exemplu, relația II ( ) din § , axioma poate fi obținută în acest fel; II ( ) din § , III ( ); II ( ) din § , III ( a), etc De remarcat că în loc de operația de închidere X ca operație principală în determinarea !) a unui spațiu topologic, se poate lua în considerare operația de a lua interiorul mulțimii Int (X) Aceasta corespunde următoarelor axiome: a) Int (X P K) \u d Int ( P Int (K); | ) Int( s: X; y) Int( ) = ; d) Int[Int( ] = Int( f) § Vecinătatea unui punct Localizarea proprietății Definiții O mulțime X se numește vecinătate a unui punct p dacă p £ Int ( , adică dacă punctul p este un punct interior al mulțimii X', cu alte cuvinte, dacă punctul p nu aparține mulțimii - X Un set deschis este o vecinătate a fiecăruia dintre punctele sale Fiecare vecinătate a unui punct p conține o vecinătate deschisă a acestui punct, și anume interiorul acestei vecinătăți Fiecare superset al unei vecinătăți a lui p este, de asemenea, o vecinătate a lui p Intersecția a două vecinătăți ale punctului p este o vecinătate a acestui punct, deoarece (vezi § , II ( )) Int ( C P Y) \u d Int ( P Int (K) Astfel, familia de vecinătăți a punctului p este un filtru O submulțime X a unei mulțimi Ε se numește vecinătate a unui punct p față de mulțimea Ε dacă punctul p aparține interiorului mulțimii X față de mulțimea Ε, adică p £ E - E - X ■) Conceptul de graniță poate fi folosit și ca bază pentru definirea unui spațiu topologic Vezi Zaritsky [ ] și Albuquerque [ ] § Vecinătatea unui punct Localizarea proprietății G Dacă mulţimea Xj este o vecinătate a punctului p în raport cu EDi - Q, ), atunci mulţimea A'O(JA' ) este vecinătatea punctului p în raport cu EQ\]EX De fapt, avem (Eo - X(!) U (E\ - A'jo [Eo (Xo U A'j)] U [E\ (XQ (J A^)] = = (E U £i) ~(JoU A'j), apoi eE(£oU£i)-(E U£i)-(X U£i) II Condiții necesare și suficiente Teorema Pentru ca un punct p să aparțină lui X, este necesar și suficient ca orice vecinătate E a punctului p să satisfacă inegalitatea Într-adevăr, fie pbX, și fie E o vecinătate arbitrară a punctului p Aceasta înseamnă că punctul p nu aparține mulțimii - E, ci apoi p e X - - EclX - ( - t) - X f] E și, prin urmare, A'PE ^ Pe de altă parte, să presupunem că fiecare vecinătate E a punctului p satisface inegalitatea Rezultă că mulțimea -X nu este o vecinătate a acestui punct și, prin urmare, = x Din aceasta obținem imediat următorul corolar: Corolarul Ia Pentru ca un punct p să aparțină lui Fr(A'), este necesar și suficient ca orice vecinătate E a punctului p să satisfacă dubla inegalitate De remarcat că în cele două propoziții anterioare termenul "vecinătatea punctului p" poate fi înlocuit cu termenul "o mulțime deschisă care conține punctul p" Cometariu Definiția unui spațiu topologic (§ ) poate fi formulată într-un mod echivalent dacă luăm o vecinătate deschisă (o o ) a unui punct ca concept inițial și solicităm ca următoarele axiome să fie valabile: A) Fiecărui punct p îi corespunde cel puțin un o O Fiecare o O punctul p conține punctul p B) Fie U și V doi o d O p puncte; apoi există o O punctul p cuprins în U[\V C) Lasă-te să fii o d O punctele p şi q e U\ atunci există o O V al unui punct q cuprins în U Este ușor de observat că condițiile A-C sunt valabile într-un spațiu topologic ') Vezi Hausdorff [ ], p Pentru prima lucrare în această direcție, vezi Hilbert [ ] mier tot cu Fréchet (V)-spații (spații "de vecinătate") [ ], p * Ch Spații topologice În schimb, dacă o închidere este definită într-un spațiu care satisface condițiile A-C prin Propoziția , atunci spațiul devine topologic (în sensul § , I)') III Filtre convergente Spunem că un filtru (propriu) F (vezi § , VII) converge către un punct p dacă fiecare vecinătate a acestui punct aparține lui F (adică dacă filtrul F este mai puternic decât filtrul tuturor vecinătăților punctului p )* ) Într-un spațiu Hausdorff, orice filtru (propriu) F poate converge doar către un punct, numit limita filtrului F Într-adevăr, fie a + b punctele limită ale filtrului F și fie A și B vecinătăți disjunse ale punctelor a și b Apoi A£F, B F și, în consecință, Aț\B£F Dar A{]B = , deci mulțimea goală trebuie să aparțină lui F, ceea ce este imposibil IV Localizare Fie P o proprietate a mulțimilor Notăm cu P familia de mulțimi cu această proprietate În multe cazuri, se aplică următoarea localizare Definiție O mulțime X are proprietatea P într-un punct p dacă există o vecinătate E a acestui punct astfel încât X ∩ E £ P Prin X* notăm mulțimea punctelor p (aparținând sau nu mulțimii X) la care X nu are proprietatea P De exemplu, dacă familia P constă numai din mulțimea goală, atunci, conform aserției din elementul II, X* = X Localizarea proprietății unei mulțimi de a fi conducători finiți sau numărați, după cum vom vedea (§ ) și ), la conceptele de mulțime derivată și de puncte de condensare ale mulțimii X Să studiem operația X* în cazul în care familia Ρ este un ideal (vezi § , VII), adică (i) (X£P și YcX)=s(Y £PY, (ii) (X e P și Y e P)^(X\)Y e P) Consecințele din condiția ( ) Dacă condiția (i) este îndeplinită, atunci în definiția anterioară vecinătatea E poate fi considerată deschisă Într-adevăr, conform articolului I, fiecare vecinătate E a lui p conține o vecinătate deschisă G a lui p', după cum urmează ') Echivalența topologiilor introduse prin intermediul închiderilor și prin intermediul vecinătăților a fost studiată de Ziua [ ] sub ipoteze mai slabe (când nu sunt valabile toate axiomele de închidere - ) Vezi și Ribeiro [ ] ) Pentru mai multe definiții și teoreme, vezi cartea lui Bourbaki [ ], cap , § , § Vecinătatea unui punct Localizarea proprietății Prin urmare, dacă XftEțP, atunci includerea Xf]Gc:X(]E implică faptul că X П G £Р Aceasta, la rândul său, implică faptul că mulțimea - X*, ca o uniune de mulțimi deschise, este deschisă Prin urmare, mulțimea X* închis Deoarece P = EQ, atunci e P Să arătăm acum asta ( ) ( ) X**cz X*=X*ciX; ( ) dacă G este o mulțime deschisă, atunci G П X* = G П (О П X)* Într-adevăr, fie X C Y, p e X* și G o mulțime deschisă care conține punctul p Atunci Xf]G(țP, iar din moment ce X ("] GczY П G, din condiția (i) rezultă că Y(]G(țP Prin urmare, p^Y*) Deoarece ( - X) n X = £ P, rezultă că - X cL - X*, adică X'czlX Prin urmare (X*)* cu X* = X* Să p£Gț\X* acum Atunci dacă Η este o vecinătate a punctului p, atunci NLONA > P (deoarece H L G este o vecinătate a punctului p) De aici rezultă că Astfel, G f] X*cz(G П X)* Cu un prieten Pe de altă parte, conform ( ), din includerea GftXcX rezultă că (Gf}X)*aiX*, deci G L (G P X)*cG P X* Valabilitatea egalității ( ) rezultă din ultima includere În conformitate cu egalitatea ( ), faptul că mulțimea X are sau nu o proprietate în punctul p este legat doar de vecinătatea acestui punct, adică este un fapt "local" În sfârșit, observăm că următoarele formule decurg din propoziția ( ) (vezi § , III): ( ) (X PC)'sG PI; ( ) ((Wcf| Gl și A ~O , unde G] și G sunt deschise Apoi (vezi Sec , VIII) Rămâne să arătăm că dacă A ~ G, atunci există o mulțime deschisă H astfel încât - AI De la D~O, avem -A^I-G Setul închis -G este deschis mod , deci există un set deschis Іі astfel încât -G-I Prin urmare, -A~H Teorema O mulțime A este deschisă mod / dacă și numai dacă există o mulțime deschisă H astfel încât H C A și A - H nu este nicăieri dens Dovada Suficiența acestei condiții este evidentă Să presupunem acum că A - G și G - A nu sunt nicăieri dense Fie / = Gnlnt(/ ) Apoi A - I \u d -G) U (H P - L) \u d (D G) U (G (MnG ^ D) Deoarece G(] - AccG - A (deoarece O este deschis), rezultă că A - L / ; este o mulțime de granițe, deci X nu este o mulțime de granițe la p În schimb, dacă o mulțime X nu este graniță într-un punct p £ G, atunci există o mulțime deschisă H astfel încât Q H C G ⊂ X în punctul r Teorema Mulțimea punctelor la care X nu este limită local coincide cu clnt(A'); mulţimea de puncte în care X nu este local dens nicăieri este aceeaşi cu Int(X) Într-adevăr, fie pΓ Int(X) și G o vecinătate deschisă a lui p Din inegalitatea G f| Int ( =/= rezultă că G A Int ( c czG[\X Această relație înseamnă că mulțimea X nu este o mulțime de graniță la p În schimb, fie p £ - Int ( ; atunci mulțimea = - Int(X) este o vecinătate deschisă a punctului p astfel încât G ∩ X este o mulțime de granițe, deoarece Int (G L X) = Int (G) P Int ( = [ - Int ( )] P Int ( = A doua parte a propoziției noastre decurge din prima în virtutea teoremei Teorema Mulțimea punctelor din X la care fie X, fie X este o mulțime de graniță local (nicăieri densă) este o mulțime de graniță (nicăieri densă) În special, dacă X este o graniță locală (nicăieri densă) stabilită în fiecare dintre punctele sale, atunci X este o graniță (nicăieri densă) Într-adevăr, relația X - Int(X)cX - Int(X) este valabilă și, deoarece ultima mulțime, conform Secțiunii IV, este o mulțime de granițe, mulțimea X - Int(X) este și ea o mulțime de granițe În mod similar, X - Int (X) cX - Int (X), iar din moment ce ultima mulțime este închisă și limită și, prin urmare, nu este densă nicăieri, mulțimea X - Int (A nu este densă nicăieri Cometariu Conform teoremei din Secțiunea III, o familie de mulțimi dense nicăieri este un ideal Prin urmare, în formulele ( ) - ( ), § Peste tot Seturile dense, de graniță și nicăieri dense § , IV, se poate substitui Int(A') cu X* Din aceasta, în special, rezultă că Int (X) U Int (P) = Int (XUY), (i) Ubt^JcIntțjjX^ Teorema a articolului VI implică afirmația (ii) Fie G o mulțime deschisă și X o graniță (nicăieri densă) stabilită la un punct p, atunci mulțimea X ⊂ G este graniță (nicăieri densă) la p față de G (dacă p e G), iar mulțimea X(]G este relativ la G (dacă p e G) Într-adevăr, prin presupunere, există o vecinătate H a punctului p astfel încât H(]X este o mulțime de graniță (nicăieri densă) P X este o mulțime de graniță (nicăieri densă) față de G și mulțimea H (] G [") X față de G; în plus, mulțimile HO G și H P O sunt vecinătăți ale punctului p față de mulțimile G și, respectiv, G VIII Zone închise ') O mulțime X se numește regiune închisă dacă este închisă și nu este local densă nicăieri în niciunul dintre punctele sale; cu alte cuvinte (vezi punctul VII) dacă X = Int(X) sau dacă X = - ( - X) Regiunile închise pot fi, de asemenea, definite ca închideri de seturi deschise* ) Într-adevăr, formula anterioară arată că fiecare regiune închisă este o închidere a unui set deschis În schimb, dacă G este o mulțime deschisă și X - G, atunci este o submulțime deschisă a lui X Prin urmare, includerea Gdnt(X)cX este valabilă, de unde Gdnt(X)cX = Deci X = lnt(X) Incluziunea Fr(X)dnt(X) caracterizează domenii închise printre mulțimi închise *) Pentru acest termen, vezi Lebesgue [ ], p Pentru teoreme, vezi Kuratovsky [ ], pp - și [ ], p ) Deoarece mulțimea Int (X) este o zonă închisă, atunci Int Int (X) - Int (X), de unde - - - X = - X, Cf cu schema dată în § , V Ch Spații topologice Într-adevăr, este valabil dacă mulțimea X este o regiune închisă, deoarece FriAjcA' În schimb, dacă Fr (> V) C Int (X), atunci X = Fr (A') U Int(A') = Fr (A') U Int (X) - Int (A) Dacă X este o regiune închisă, atunci Fr (A') == Fr ( - X) = Fr [Int (AG)] Într-adevăr, Fr (X) - X P - X - - - X f| - X ~ Fr ( - X) Unirea a două regiuni închise este o regiune închisă Mai general, să fie [DJ o familie de domenii închise'; atunci setul este un domeniu închis eu Această afirmație rezultă din VII(i) Fie X o submulțime a unui domeniu închis D și p e D; atunci pentru ca mulțimea X să fie graniță (nicăieri densă) în punctul p, este necesar și suficient ca X să fie graniță (nicăieri dens) în acest punct în raport cu mulțimea D Într-adevăr, această condiție este necesară, deoarece în VII(ii) mulțimea G poate fi înlocuită cu mulțimea £> În schimb, dacă este deschis și f] X este o graniță (nicăieri densă) setată în raport cu D, atunci f X este o graniță (nicăieri densă) stabilită în raport cu întregul spațiu Aceasta înseamnă că condiția formulată este suficientă Astfel, este clar că în aceleași ipoteze despre X și D, proprietatea mulțimii X de a fi închisă, nicăieri densă, un domeniu închis este echivalent cu proprietatea corespunzătoare a mulțimii X față de mulțimea D Într-adevăr, prima (a doua) proprietate înseamnă că mulțimea X este limită local (nicăieri densă) în fiecare dintre punctele sale, iar a treia proprietate înseamnă că X nu este nicăieri dens în niciunul dintre punctele sale Rezultă că proprietatea de a fi o regiune relativ închisă este tranzitivă, adică dacă X este o regiune închisă față de Y și Y este o regiune închisă față de Z, atunci X este o regiune închisă față de Z IX zone deschise O zonă deschisă este un plus la o zonă închisă ) ') Pentru o aplicație interesantă a acestui concept la problema interpretării topologice a calculului propozițional, vezi Tarski [ ], p Pentru aplicații la algebrei booleene, vezi Birkhoff [ ]; Piatra M [ ], p , c [ ], p ; Halmos [ ], § § Puncte de acumulare Zonele deschise pot fi caracterizate și prin egalitatea X - Int (A') Într-adevăr, dacă X = Int (X) - - - X, atunci mulțimea X, ca o completare a regiunii închise -X, este o regiune deschisă În schimb, să fie mulțimea X o zonă deschisă, setăm = -X\ deoarece D este o zonă închisă, egalitatea - -X = - - - = - -X este valabilă Regiunile deschise pot fi, de asemenea, definite ca mulțimi deschise care satisfac incluziunea Fr (A')dnt ( -X) Într-adevăr, Fr(A') = Fr(l-X), iar pentru ca mulțimea -X să fie un domeniu închis, este necesar și suficient ca includerea Fr(l-A'JcIntțl-X) să fie ținută Dacă X este o zonă deschisă, atunci Fr(X) = Fr(X) = Fr( - X) Într-adevăr, Fr (X) ~ X - X = X - Int (X) = X P - A" = Fr (X) Deoarece unirea a două regiuni închise este o regiune închisă, intersecția a două regiuni deschise este o regiune deschisă § Puncte de acumulare I Definiţii Un punct p se numește punct de acumulare al unei mulțimi X dacă p £ X - p Mulțimea Xd de puncte de acumulare a mulțimii X se numește mulțime derivată (sau derivată) a mulțimii X Un punct p se numește punct izolat al unei mulțimi X dacă p £ X - Xa >) Vom presupune că sunt luate în considerare spațiile ^ Exemple Orice număr real este un punct de acumulare al mulțimii tuturor numerelor reale Orice număr natural este izolat în mulțimea tuturor numerelor naturale; multimea derivata a acestei multimi este goala Mulțimea A de numere de forma /n-\- /m (n - , , ; fn = , , ) are ca derivată mulțimea formată din numere de forma /n și numărul ; a doua ei mulțime derivată (adică derivata derivatei) constă numai din numărul ; a treia sa multime derivata este goala În cap , § , punctul IV, vom studia derivatele de ordin transfinit II Condiții necesare și suficiente Pentru p e Xd este necesar și suficient ca orice vecinătate E a punctului p să satisfacă inegalitatea (X f \ E) - p ¥= *) Aceste concepte au fost introduse de G Cantor [ ], p Cantor a folosit și termenii "coerență" și "aderență" pentru mulțimile XflXa și X-Xd Ch Spații topologice Pentru ca punctul p să fie un punct izolat al mulţimii X, este necesar şi suficient să existe o vecinătate E a punctului p astfel încât X[\E~p Într-adevăr, conform § , II, condiția p £ X - p este exprimată prin inegalitatea (X - p) (] E > Potrivit aceleiași propuneri, termenul de cartier poate fi înlocuit cu termenul de cartier deschis Inegalitatea X Γ\E - - /J Y~-O poate fi înlocuită cu condiția "mulțimea X Π E este infinită" Într-adevăr, fie E o vecinătate a lui p astfel încât mulțimea X ∩ E este finită; că XPA-p - Q După ce am stabilit acest lucru, vedem că condiția p e Xd se reduce la următoarea: mulțimea X nu este local finită la p Sh Unele formule ') Deoarece familia tuturor mulțimilor finite este ideală, formulele de localizare din § pot fi aplicate operației X Atunci, în special, obținem: ( ) (XU Yf = XdU Yd; ( ) Xd-Yd co În multe probleme de topologie, mulțimile din prima categorie joacă un rol analog cu rolul mulțimilor de măsură zero în teoria măsurii (mulțimi care pot fi "neglijate") Este interesant de observat că familia de submulțimi din prima categorie a unui interval, dacă acceptăm ipoteza continuumului, este echivalentă, în sensul teoriei mulțimilor, cu o familie de submulțimi de măsură zero, adică există un unu-la -o mapare a intervalului pe sine, stabilind o corespondență unu-la-unu între elementele acestor două familii (vezi Serpin -sky [ ], p , și [ ], p ; vezi și Spielrain-) Marchevsky [ ], p , și Okstoby și Ulam [ ], p ) II Proprietăți O familie de mulțimi din prima categorie este un o-ideal, adică este ereditar și aditiv numărabil (fiecare submulțime a unei mulțimi din prima categorie este o mulțime din prima categorie, iar uniunea unei familii numărabile de mulțimi din prima categorie este un set din prima categorie) Teorema Orice mulţime de graniţă de tip Fa este o mulţime de prima categorie ■) Acest concept a fost introdus de R Baer [ ], p Denjoy folosește termenul "gerbe" pentru mulțimile din prima categorie și termenul "râsiduel" pentru complementele lor, vezi Denjoy [ ], p - Seturile din prima categorie sunt numite și "slabe", vezi Kelly [ ], p ) Acesta este un caz special al teoremei lui Baer (vezi mai jos, Capitolul III, § , IV) § Seturi de prima categorie Într-adevăr, fie X = (J Pn o mulțime de granițe, apoi n - fiecare dintre mulțimile Pn este de asemenea graniță În consecință, fiecare mulțime Pn, ca graniță și mulțime închisă, nu este nicăieri densă Teorema Orice mulțime din prima categorie este conținută într-o mulțime de tip Fa din prima categorie Într-adevăr, deoarece X - (J Nnc: (J Nn și mulțimile V" / = / = nu sunt nicăieri dense, atunci seturile XP nu sunt, de asemenea, nicăieri dense (vezi § , I) III Teorema unicității Teorema Fie {A\] o familie (de cardinalitate arbitrară) de mulţimi deschise faţă de uniunea S = UA\ Dacă fiecare Хѵ este un set din prima categorie-I munți, atunci S este și un set de prima categorie (Vezi Banach [ ], p ) Într-adevăr, fie Gx, G , , Ga, o secvență complet ordonată (transfinită) de mulțimi disjunctive deschise nevide care satisfac două condiții: ° S П Ga este o mulțime din prima categorie; ° această secvență este saturată, adică nu există o mulțime deschisă nevide G care să nu se intersecteze cu niciuna dintre mulțimile șirului luat în considerare, astfel încât S f) G este o mulțime din prima categorie Există o egalitate evidentă S = ((J (S ( Gg)^ (J - U Ga\ Teorema va fi demonstrată când vom arăta că: ) U (• $ Π Ga) este o mulţime de prima categorie; A ) - U Ga - nicăieri set dens, A ) Deoarece S П Ga este, prin presupunere, o mulţime de prima categorie, atunci S [) Ga = U Va U • • • U Nan U , unde mulțimile A/" (rt=l, , ) nu sunt nicăieri dense Setăm Nn = A/n JU • • • UN^n U Atunci U( nOa) = ^UA/ U UA^"U a Să arătăm acum că Nn (n = , , ) nu sunt nicăieri mulțimi dense Întrucât mulţimile Oa nu se intersectează, din includere rezultă că == U Nn П Gp = Nți П G/j, deci mulțimea este deschisă în Nn- Ch Spații topologice Aplicând Teorema , § , III, concluzionăm că mulţimea Nn nu este nicăieri densă ) Să arătăm că mulțimea S U Gct nu este nicăieri densă Pentru aceasta a este suficient să demonstrăm că mulțimea - (J Oa nu este nicăieri densă; și întrucât această ultimă mulţime este închisă, este suficient să se demonstreze că este o mulţime de graniţă Să presupunem opusul, adică că există o mulțime deschisă H astfel încât A proprietatea {GnJ, S П Н nu este o mulțime din prima categorie Lăsa - o mulțime astfel încât Н П Se consideră o mulțime deschisă G - H - S - Хѵ O mulțime Π G din prima categorie, deoarece, întrucât X este deschis pentru S, avem XV = S-S-X deci S f] G = (S|"| H) - S - - și Γ) Xtc Xv Pe de altă parte, G = £ , deoarece este ușor de observat că = H[]XfcG În cele din urmă, GnGa = , indiferent de valoarea lui a, deoarece GnCi - U Ca A Astfel, am ajuns la o contradicție cu definiția șirului {Ga}' IV Proprietăți relative Dacă X este o mulțime din prima categorie în raport cu E, atunci X este o mulțime din prima categorie și în raport cu fiecare supermulțime a mulțimii E Dacă X este o mulțime din prima categorie în raport cu E, atunci X [\E este o mulțime din prima categorie în raport cu E Fie G un set deschis Dacă X este o mulțime din prima categorie, atunci X P G este o mulțime din prima categorie față de G și X f) O este o mulțime din prima categorie față de G Aceste trei afirmații decurg direct din Teoremele , și , § , VI V Localizare O mulțime X se numește mulțime din prima categorie într-un punct p dacă există o vecinătate G a punctului p astfel încât mulțimea X ț]G din prima categorie Setul de puncte în care X nu este o mulțime din prima categorie va fi notat cu D(X) Întrucât familia de mulțimi din prima categorie este un ideal (cf II), în § , IV putem înlocui mulțimea X* cu mulțimea D(X) Astfel, în definiția anterioară, termenul de vecinătate poate fi înlocuit cu termenul de cartier deschis § Seturi de prima categorie Au loc următoarele relații: ( ) D(Xun = D(X)UD(r); ( ) D (X) - D (Y) cD (X - Y); ( ) ( ) u^PQcDfUAY); l\lJ ( ) (XcY)=^(D(X)cD(Y)); ( ) dacă G este o mulțime deschisă, atunci Gf]D(X) = Gt]D(G(]X) Conform teoremei articolului III, dacă X este o mulțime din prima categorie în fiecare dintre punctele sale, atunci X este o mulțime din prima categorie Într-adevăr, prin presupunere, fiecare punct p al mulțimii X aparține unei mulțimi deschise Op astfel încât X f| Qp este un set din prima categorie În consecință, X este uniunea mulțimilor din prima categorie deschisă în X Prin urmare, conform teoremei de mai sus, mulțimea X este ea însăși o mulțime din prima categorie * ) Astfel, ajungem la următoarea formulă: ( ) (X este un set din prima categorie) = = (X P D (X) = ) = (D (X) = ) Egalitatea Z)(A') = implică egalitatea X f| D(X) = , iar acesta din urmă implică, după cum tocmai am văzut, că X este o mulțime din prima categorie În schimb, dacă X este o mulțime din prima categorie, atunci D(X) = De aici rezultă că ( ) D[X - t>(X)] = , adică punctele unei mulțimi X, unde X este din prima categorie, formează o mulțime din prima categorie Într-adevăr, conform relației ( ), ■) Egalitatea poate să nu aibă loc: fie, de exemplu, Xn = , j în segmentul [ , ] Cu toate acestea, cf ( ) ) Această afirmație poate fi demonstrată într-un mod mai direct (fără a ne referi la teorema articolului III) dacă presupunem că spațiul are o bază numărabilă formată din mulțimi deschise Ru R , Într-adevăr, în această ipoteză, mulțimea deschisă Gp poate fi înlocuită cu o mulțime Rn(p) din prima categorie și, deoarece -¥f|Rn{p) este o mulțime din prima categorie, uniunea numărabilă (JX f] Pn{p = X există și un set din prima categorie Ch Spații topologice avem D[X-D(X)]aD(X), deci [X - D (X)] P D [X - D (X)] (și xh - UD(Xn) - Q și HcO V = i > n= În cazul în care pentru fiecare indice η avem relația □ П£)(A'n) = , obținem G Xn CXn - D(Xn) În consecință, °П UA'nCz (J [Xn - Z) (A\)], astfel încât în virtutea formulei ( ) G П (J Xn n = n= n= există un set de prima categorie Prin urmare, D \ G П U = , de unde \ l= ! § Seturi de prima categorie în virtutea relaţiei ( ) Gf|£) (JX = Punând H = G, obţinem egalitatea cerută Mai mult, să existe un indice n astfel încât G(]D(Xn) Se stabilește H = G A Int [O (A'n)], atunci prin egalitatea ( ) mulțimea H nu este goală, și deoarece HcD ( Xn), atunci H satisface egalitatea cerută VI Formule de descompunere Formule corecte ( ) X = [X - D (X)] U [X L D (X)]; ( ) X = [X (}X~D(X)] U [X - X - D (X)] = = (X - Int [£> (X)]) U (X A Int [£> (X)]) Aceste formule dau o descompunere a mulțimii X în două mulțimi disjunse: prima dintre ele este o mulțime din prima categorie, iar a doua nu este o mulțime din prima categorie în niciunul dintre punctele sale Mai mult, în formula ( ) primul termen este deschis față de X, în timp ce în formula ( ) este închis Într-adevăr, conform formulei ( ), mulțimea X este D(X) din prima categorie Prin urmare, în virtutea ( ) D [X A D (X)] = D ('%), de unde X A D (X) C D (X) = D [X PV>(X)] În consecință, mulțimea X A D (X) nu este o mulțime din prima categorie în niciunul dintre punctele sale Pe de altă parte, X {] X - D(X) este o mulțime din prima categorie, ca unirea a două mulțimi X A D (X) A X - D (X) și IX - D(X)]f]X - D(X ), primul dintre care este dens nicăieri, ca submulțime a mulțimii dens nicăieri D (X) A - D (X) = Fr[Z) (A')], iar al doilea este un set de prima categorie, ca submulțime a mulțimii X - D(X) (a se vedea § , V și ( )) Deoarece XX - D(X) este o mulțime din prima categorie, din ( ) rezultă că D [X - X - D(X)] - D(X), deci X - X - D (X) (X) = = D[X - X - O(X)] Aceasta dovedește că X - X - D(X) nu este o mulțime din prima categorie în niciunul dintre punctele sale * Teorema lui Ulam Într-un spațiu dens în sine, fiecare mulțime Z de cardinalitate Ki> care nu este o mulțime Ch Spații topologice proprietatea primei categorii este unirea unei familii nenumărate de mulţimi disjunse, dintre care niciuna nu este o mulţime de prima categorie ) Într-adevăr, conform unei teoreme a teoriei generale a mulțimilor ), dacă Z este o mulțime de cardinalități Ki și N este o familie de submulțimi ale mulțimii Z astfel încât pentru fiecare șir de mulțimi A , A , An, deținut de familii- N, diferența Z - U An este nenumărabilă, atunci există un nenumărabil-n = o familie diferită de submulțimi disjunse ale mulțimii Z care nu aparțin familiei N Notăm cu N familia tuturor submulților din prima categorie a mulțimii Z Deoarece fiecare punct individual este o mulțime din prima categorie (pentru că spațiul este dens în sine), obținem din teorema anterioară că există un infinit nenumărabil familie de submulțimi disjunse ale mulțimii Z, dintre care niciuna nu este o primă categorie de mulțime Adunând la una dintre aceste submulțimi toate acele puncte ale mulțimii Z care nu aparțin altor mulțimi, obținem descompunerea necesară Să formulăm următoarea teoremă fără demonstrație: - Teorema lui Luzin Orice mulțime Z conținută în intervalul ff care nu este o mulțime din prima categorie în niciun punct al intervalului este unirea a două mulțimi disjunse care au aceeași proprietate (Vezi Sierpinski [ , p ) Mai mult: se poate demonstra că este unirea unui număr nenumărat de astfel de mulțimi, dacă acceptăm ipoteza continuumului (Vezi Sierpinski [ ], p ) *§ Seturile deschise în raport cu seturile din prima categorie proprietatea Baer I Definiţie Notați cu J idealul al tuturor mulțimilor din prima categorie O mulțime A se spune a fi deschisă modulo J dacă există o mulțime deschisă G astfel încât A ~ Omod J (cf § , VIII), cu alte cuvinte, dacă A - Q și - A sunt mulțimi din prima categorie Mulțimile închise modulo J sunt definite în mod similar ') Ulam [ ], p ) Teorema lui Ulam (vezi Ulam [ ], p ) Această teoremă a fost generalizată ulterior de Sierpinski la toate alefele mai mici decât primul aleph "inaccesibil", ceea ce face posibilă generalizarea teoremei enunțate în text într-un mod similar; vezi Sierpinski [ ], p lire sterline Proprietatea Baer Proprietatea unei multimi de a fi deschis rtiocl J se mai numeste si proprietatea Bury (in sens larg)') Notăm familia unor astfel de mulțimi cu B Afirmația ( ) din § , VIII conduce la următoarea teoremă Teorema Un set A este deschis mod Y dacă și numai dacă ( ) -P) și eu, unde G este deschis și P și P sunt mulțimi din prima categorie II Remarci generale Cele mai frecvente seturi au întotdeauna proprietatea Baire; cu toate acestea, există și seturi care nu o au, vezi Secțiunea IVa Rolul proprietății Baer în topologie este analog cu rolul măsurabilității (mulțimi sau funcții) în analiză Vom reveni asupra acestor probleme în cap , § În mod evident, fiecare mulțime care este deschisă (sau închisă) modulo o familie de mulțimi dense nicăieri (vezi § , V) îi aparține lui B (În special, mulțimile închise și mulțimile rare îi aparțin ) Este evident, în plus, că astfel de mulțimi sunt seturi modulo închise din prima categorie Prin urmare, în definiția familiei B, termenul "deschis" poate fi înlocuit cu termenul "închis" III Operațiuni În ceea ce privește mulțimile deschise modulo nicăieri mulțimi dense, următoarea teoremă este valabilă Teorema Familia B este un câmp Mai mult, dacă Bn e B pentru n = , , atunci (Bn e B și (J\Bn e B Dovada Deoarece J este un o-ideal, formula decurge direct din § , VIII ( ) Aplicând regulile lui Morgan, obținem formula ((\Bn)^B Consecinţă Fiecare set Borel are proprietatea Baer* ) Într-adevăr, familia B îndeplinește următoarele trei condiții: ° conține toate mulțimile închise; ° conţine ') Acest concept a fost introdus în disertația lui Baer [ ] Lebesgue a numit mulţimi de acest fel "mulţimi Z", vezi Lebesgue [ ], p Hahn a numit astfel de mulţimi "offene Mengen bis auf eine Menge erster Kategorie" (vezi Hahn [ ], p ) ) Teorema lui Lebesgue [ ], p Teorema inversă nu este adevărată, vezi § de mai jos, Ch Spații topologice completări la toate seturile care îi aparțin; ° conține intersecții numărabile ale mulțimilor care îi aparțin Întrucât familia mulţimilor Borel este cea mai mică familie supusă acestor trei condiţii (§ , VI), ea formează o subfamilie a familiei B, ceea ce urma să fie dovedit IV Condiții necesare și suficiente ) Teorema Fiecare dintre următoarele condiții este necesară și suficientă pentru ca o mulțime X să aibă proprietatea Baer Există o mulțime din prima categorie P astfel încât mulțimea X - P este închisă și deschisă față de - P Mulțimea X este unirea unei mulțimi de tip G& și a unei mulțimi de prima categorie Mulțimea X este diferența dintre o mulțime de tip Fg și o mulțime de prima categorie Mulțimea £>( ¥) f)D(l-JV) nu este nicăieri densă, cu alte cuvinte, în fiecare mulțime deschisă (nevide) există un punct în care fie mulțimea X, fie mulțimea - X din prima categorie ) Mulțimea D(X)-X este o mulțime din prima categorie Dovada Fie X ^ B Apoi, conform punctului I, X \u d ■ (O P ^) \] P \u d (F P ) U P i, unde G este o mulțime deschisă, F este o mulțime închisă și Pn sunt mulțimi din prima categorie Punem P = P} J P U A U P^ apoi X - P - G - P=F - P, deci multimea X - P este atat deschisa cat si inchisa in multimea - P Să punem acum X - P - G(](l - P) Fie (conform § , II) R o mulțime de tip Fg din prima categorie care conține mulțimea P Avem X == (X - I) U (* P I) \u d (* - P - I) U (* P I) \u d = (GP~P)U(-VnP) = (G - P)u(XPR) Deoarece G - R este o mulțime de tip G , iar X (] R este o mulțime de prima categorie, atunci X este unirea unei mulțimi de tip G și a unei mulțimi de prima categorie >) Vezi Sierpinski [ ], p și [ ], p ; Shpilrain-Marchevsky [ ], p ; Kuratovsky [ ], p ) Această condiție a fost considerată inițial ca definiție a proprietății Baire §unsprezece proprietatea Baer Fie X £ B, atunci - X aparține și familiei B (conform articolului III, ) Din aceasta rezultă că - A" = A (J AL, unde M este o mulțime O și AU este o mulțime din prima categorie Atunci X = ( - M) - N, deci X este diferența unora setul de tip Fa și setul prima categorie În schimb, deoarece fiecare ^-mulțime, fiecare -mulțime și fiecare mulțime din prima categorie aparține familiei B, atunci (prin partea III) condițiile și sunt suficiente Deci, fiecare dintre condițiile , , este necesară și suficientă Pentru a demonstra acest lucru pentru celelalte două condiții, să presupunem că X e B, X = (G - P)[)R Atunci - X = [( -G)-/?] (J (P-P)- Deoarece mulțimea D(f) nu se schimbă dacă o mulțime din prima categorie este adăugată sau eliminată din E (vezi Sec , V ( )), atunci D( f)-/J(G) și X) = O( -G) Mai mult, deoarece D(G)a:G și D(lO)cl-G (§ , V ( )), atunci G și, în sfârșit, deoarece mulțimea G - G nu este nicăieri densă, mulțimea D (A) -) ∩ D ( - X) nu este nicăieri dens În consecință, D(X) - X este o mulțime din prima categorie, deoarece D(X)-X = ([D(X)-X]nD(lX))[J[D(X)-X- - ( -X)]cz[D(X)(]D(l-X)]\J[(l-X)~D(l -X)], unde O(L-) P ( -X) este nicaieri dens, prin presupunere, iar ( - X) - ( - X) este o multime din prima categorie (conform § -V ( )) În cele din urmă, fie D(A-)-X un set din prima categorie; apoi, datorita egalitatii x \u d (O (X) - [O (X) - X]) și [X - D (X)], unde D(X) este închis și [D(X) - X] și [X - O(X)] sunt mulțimi din prima categorie, avem X e B Astfel, teorema este complet demonstrată COROLAR Fiecare mulțime X Conține-mă într-o mulțime Z de tip Fa astfel încât includerea lui X c B £B implică că Z-B este o mulțime din prima categorie ') Într-adevăr, deoarece X - D(X) este o mulțime din prima categorie (conform § , V ( )), există o /^-mulțime din prima categorie W astfel încât X-De aceea, mulțimea Z = WUD(X) este o mulțime ^ care conține X În plus, dacă XcB, atunci D(X'jacD(B) (prin § , V( )), de unde z - B = (W - B)\J[D(X) - B] C IFU [D(B) - B] *) Teorema Spielrain-Marchevsky [ ], p Ch Spații topologice Deoarece, în virtutea teoremei precedente, mulțimea D(B) se află în prima categorie, rezultă că și mulțimea Z este în prima categorie Corolarul Dacă o mulțime X are proprietatea Baire și nu este o mulțime din prima categorie în niciun punct din spațiu, atunci - X este o mulțime din prima categorie Dacă X nu este un set de primă categorie în niciunul dintre punctele sale, atunci conține un punct în care - X este un set de primă categorie (X + ) Deoarece, conform primei ipoteze a corolarului, D(X) - , din condiția rezultă că mulțimea ( - X) nu este nicăieri densă Pe de altă parte, conform § , V ( ), este o zonă închisă Aceste două proprietăți arată că ( - X) - Prin urmare (§ , V ( )), - X este un set din prima categorie Pe de altă parte, dacă Xa:D(X), atunci includerea XaD(\-X) nu este valabilă, deoarece altfel mulțimea X nu ar fi nicăieri densă (prin condiția ), contrar presupunerii Corolarul Fie X o mulțime cu proprietatea Baire, atunci egalitatea XQY - implică egalitatea Int[O(X)] P Int[O(K)] = Într-adevăr, din egalitatea X ГІУ = (§ , V ( )) rezultă că O(E) C O( - X) Aceasta, la rândul său, dă relația D (X) П D (Y)aD (X) fi D ( -X), ceea ce înseamnă, conform condiției , că mulțimea D(X)(}D(Y) nu este dens nicăieri Prin urmare, Int [O (X) P D (K)] - , de unde urmează egalitatea necesară (§ , P (O) - IVa Teoreme de existență Ținând cont de IV, , stabilim existența mulțimilor care nu au proprietatea Baire în spațiu & a numerelor reale În acest scop, descompunem cf în submulțimi care se intersectează, atribuind aceleiași submulțimi două numere a căror diferență este rațională În virtutea axiomei alegerii, există o mulțime V care conține unul și un singur element din fiecare dintre aceste submulțimi Să demonstrăm că mulţimea Vo nu are proprietatea Baer ') >) Această construcție a fost folosită de Vitali [ ] pentru a demonstra existența unor mulțimi care nu sunt măsurabile în sensul lui Lebesgue O dovadă a existenței mulțimilor care nu au proprietatea Baire este dată și de Lebesgue [ ] § proprietatea Baer Fie r), r rn, o succesiune de rațional numere (^= ) Notăm cu Vp mulţimea din care se obţine Vo shift y - x - -gp (Ul = V - ch) Evident, & = (J Vn n^- În plus, VoPVl = (pentru n ) Într-adevăr, altfel mulțimea Y ar conține un număr y de forma x x rn, unde x e y Atunci y - x = rn, în timp ce, prin definiție, mulțimea Vo nu conține nicio pereche de elemente a căror diferență este rațională Deci cum este? nu este o mulțime din prima categorie în raport cu sine (§ , I), de aici rezultă că cel puțin unul dintre Vn nu este, de asemenea, o mulțime din prima categorie Prin urmare, Uo nu este nici o mulțime din prima categorie, deoarece Vp se obține din Vo printr-o deplasare cu un număr rațional și, prin urmare, acestea sunt mulțimi din aceeași categorie Prin urmare, există un interval (a, b) astfel încât Vo nu este o mulțime din prima categorie în niciun punct al acestui interval (§ , V ( )) Să presupunem acum că mulțimea Vo are proprietatea Baer Apoi, conform condiției , intervalul (a, b) conține un subinterval (c, d) (a ) U (X A C) Prin presupunere, mulțimea X [)A are proprietatea Baer față de A și, prin urmare, conform V, , o are și în raport cu E Deoarece mulțimea X(JC) este rară, are și proprietatea Baire față de E (vezi elementul II) , , aceasta implică că mulțimea X[]E are proprietatea Baire față de E, care trebuia dovedit De aici rezultă clar că în definiția familiei Br este suficient să luăm seturile Ε închise Propozițiile corespunzătoare referitoare la familia Br decurg din teoremele subsecțiunilor precedente În special, fie X o mulțime Borel, atunci X [\E este o mulțime Borel în raport cu E (vezi § , VI); are deci proprietatea Baire £ I proprietatea Baer în ceea ce privește E, adică X SVG În mod similar, fiecare set rar aparține familiei W Din teorema articolului IV rezultă că X £ BG dacă și numai dacă fiecare mulțime Z închisă în X este uniunea unei mulțimi Borel și a unei mulțimi din prima categorie din Z ) [În spațiile perfect normale (vezi § , VI) termenul mulțime Borel poate fi înlocuit cu termenul £ implică includerea AC st AC Mai mult, să presupunem că ( ) A\)- , ( ) AC - P Xt, dacă A, este un număr limitator, sau dacă A, = a Este ușor să demonstrezi asta ( ) =A'O- X )AG - X U ••• U *ț - *J+iU UX = ~ U(*£ - x? + )uxa £ și, în consecință, a mulțimii Xa Trebuie remarcat faptul că egalitatea ( ) este echivalentă cu egalitatea ( ) X(]E = X = X - E Într-adevăr, ( ) înseamnă că X c X P E și X c X - E', în schimb, avem X ț\Ec X și X - EcX, ceea ce presupune echivalența necesară, întrucât, în virtutea ( ), X = X V Condiții necesare și suficiente Teorema Fiecare dintre următoarele condiții este o condiție necesară și suficientă pentru descompunerea mulțimii E: ° Din egalitatea ( ) rezultă că X = ; cu alte cuvinte, oricare ar fi mulțimea închisă F =!= , granița mulțimii Fț\E față de F, adică mulțimea F P E P F-E, nu coincide cu F ° Oricare ar fi mulțimea închisă F, granița mulțimii F[\E față de F nu este nicăieri densă în F ° Restul dispare, adică XaT\ E = Dovada Condiția ° este necesară Într-adevăr, să fie mulțimea E descomponabilă într-o serie alternativă de mulțimi descrescătoare închise: ( ) EF^-F^F^-F^ uFr-FU U Q+l / O mapare / este numită continuă într-un punct x dacă ') ( ) (x £ A)gf[/(x) £/(A)] pentru fiecare A ) Vezi Hausdorff [ ], cap , § În cazul în care spațiile % și /, adică astfel încât /Wc /, va fi fi desemnat uh În cazul în care DW și D sunt mulțimi de numere reale, conceptul de continuitate considerat aici coincide cu conceptul de continuitate adoptat în analiza clasică ("definiția Heine") Deci, de exemplu, denotă mulțimea de funcții reale definite în intervalul o x TRĂIT) este adevărată pentru fiecare mulțime G > S, atunci este adevărată și pentru orice mulțime deschisă G cu y (adică harta / este continuă la x) Pentru a dovedi, trebuie să arătăm că: ° dacă implicația ( ) este adevărată pentru mulțimile G și O , atunci este adevărată pentru mulțimile O A O ; ° dacă implicația ( ) este adevărată pentru fiecare mulțime Gt (i > Z), atunci este adevărată pentru |J Gt eu Aceste două afirmații sunt ușor de obținut din formule (vezi § , II ( ) și ( )) Int (A A B) = Int (L) A Int (B) și U Int(XJ cz Int^U § Continuitate Homeomorfismul În mod similar, dacă T este o subbază închisă a spațiului y, atunci intervalul mulțimii F din formula ( ) poate fi restrâns la T Din prima parte a formulei ( ) rezultă că D a JFd (mulțime derivată a mulțimii FU), deoarece orice punct izolat din spațiu, ca punct interior al oricărei mulțimi care îl conține, nu aparține mulțimii / (O) - Іпі (/ I(О)) Următoarele egalități definesc două clase importante de funcții: ) = sunt funcții continue; ) - P \u d FE - punctual funcții sacadate IV Afișări continue Din formulele I( z), II( ) și ( '), precum și III( )-( ), urmează imediat Teorema Pentru ca maparea f să fie continuă, sunt necesare și suficiente următoarele condiții ( ) f (A) cu f (A) pentru orice A cu PU, adică Aa f~lf(A)-, ( ) / (O) cu y- (B) pentru orice B a y, adică ff~x (B) c: B; ( ) setul / (G) este deschis pentru fiecare G deschis cu: y; ( ) mulţimea f~l(O) este închisă pentru fiecare F c: y închis Deoarece operația / I este aditivă și multiplicativă (§ , III ( a) și ( a)), condițiile ( ) și ( ) implică ( ) dacă B este o mulțime P sau G^-mulțime, atunci f~l(B) este o mulțime de același tip Teorema Alcătuirea a două mapări continue este o mapare continuă Mai precis: dacă maparea f este continuă în punctul x și maparea g este continuă în punctul f(x), atunci compoziția acestor mapări h = g°f este continuă în punctul x Dovada Conform relaţiei ( ), xFA presupune /(-k)£/(A); de aici, având în vedere continuitatea lui g, rezultă că g(J(x)) £ g(f(A)) TEOREMA Fie φ' Γ -> -y o hartă continuă pe Dacă mulțimea A este densă peste tot în spațiul FU, atunci mulțimea f(I) este densă peste tot în spațiul y În consecință, separabilitatea este păstrată sub mapări continue Dovada rezultă direct din ( ) Ch t Spații topologice V Proprietăţi relative Îngustarea Retragere Amintiți-vă că prin f | A denotă funcția care se obține din funcția /: dacă restricționăm setul de valori al argumentului său setul A (§ , I) Se spune că o contracție f\A este continuă într-un punct x față de o mulțime A dacă x > A și (x £ X & A) = φ(/(x) £ f {X A A)) pentru fiecare Xc# Teorema Continuitatea unei funcții într-un punct p este o proprietate locală, adică dacă mulțimea A este o vecinătate a punctului p, atunci din continuitatea restricției f | A în punctul p implică continuitatea funcției / în acest punct Într-adevăr, fie p e X Este evident că X - (X A L) U (X - A), de unde X = X A A UX - A c X (iA iJ T - A, și întrucât, prin presupunere, punctul p nu aparține mulțimii ΓX-A, atunci /(p) /(XAL)s/(X)- Teorema Dacă £E = A\}B, pțAftB și funcțiile /|A și f\B sunt continue la p, atunci și funcția f este continuă la p Într-adevăr, dacă p £ X = X(]A[)X(]B, atunci fie p £ X AL, fie p £ X(]B În consecință, / (p) £ f (X A A) cz / ( X) sau / (p)e/(HLW)s/(X) Teorema Dacă £E = A\}B este o descompunere a spațiului XE în două mulțimi închise sau două deschise și dacă funcțiile f\A și f\B sunt continue, atunci funcția f este continuă pe spațiul XE Într-adevăr, în cazul în care p £ L A B, funcția / este continuă în punctul p, conform teoremei , iar în cazul când p(^A, p este un punct interior al mulțimii B, astfel încât ajungem la aceeași concluzie în virtutea teoremei O submulțime A a unui spațiu se numește retragere a spațiului XE dacă există o mapare continuă /, numită retragere, a spațiului XE pe mulțimea A astfel încât f(x) = x pentru x e A Cu alte cuvinte, dacă maparea identităţii definită pe mulţimea A admite o extensie continuă / la întregul spaţiu XE astfel încât /( r) = A Retragerea poate fi gândită ca o generalizare a proiecţiei: dacă Vezi Borsuk [ ], p , § Continuitate Homeomorfismul DIN dat un produs direct de ? X Y, atunci formula f(x, y) - x definește retragerea produsului % X Y pe axa ? TEOREMA Dacă A este o retragere a unui spațiu U, atunci orice funcție continuă f definită pe A (cu valori în spațiul y) admite o extensie continuă a f* la U, adică f = f*\A Într-adevăr, dacă ^ este o retragere a unui spațiu într-o mulțime A, atunci putem pune f*(x) = f(g(x)) pentru x^^Γ Teorema Fie ? un spațiu Hausdorff și f : ZUZU o mapare continuă Apoi, mulțimea de puncte fixe ale mapării f, adică mulțimea E(/(x)=x) închis Este suficient să arătăm că mulțimea E(/(x) =/= x) este deschisă Fie ZU un spațiu Hausdorff; atunci noi avem (/(x)^x)= V (/(x)eO)(x R)(OPH = ) El (O și eu sunt seturi deschise) Această relație este echivalentă cu următoarea (unde operatorul U se extinde la toate seturile deschise G, H, astfel încât G# = ): E(/(*)^x)=U E(/(x) O)(xe^) = x O, N x = și a, nx o n Deoarece maparea f este continuă, mulțimea / (G) este deschisă Aceasta completează dovada Teorema Fiecare retragere a unui spațiu Hausdorff este închis Această afirmație decurge din teorema anterioară, deoarece dacă f este o retragere a spațiului ZU pe mulțimea R, atunci R = E ( (*) = *) • VI VI Funcții cu valoare reală Funcții caracteristice Să luăm în considerare un caz particular: numere reale), ZU este un spațiu topologic arbitrar Ch t Spații topologice Teorema Fie f : -►с?' Maparea f este continuă într-un punct x dacă și numai dacă pentru fiecare e > există o mulțime deschisă G care conține x astfel încât ( ) |/(x) -/ (x ) I G Pentru a o demonstra, este suficient să înlocuim mulțimea H din II (corolar) cu intervalul deschis E(|y - /(x )| "] E [i "], E[i a), E (y > a) E(" kn^k x Următoarea teoremă clasică poate fi extinsă la cazul în care ? este un spaţiu topologic arbitrar ) Teorema Limita unei secvențe uniform convergente de funcții continue este o funcție continuă Dovada Fie /(%) = limfn(x) Fie ε > Π -> ω și x un punct dat în spațiul SE În virtutea formulei ( ), există k astfel încât ( ) I fk (x) - / ) I DE dacă există o mapare continuă unu-la-unu f a spațiului DE pe spațiul y Deoarece mulțimile și y au aceeași cardinalitate, această definiție poate fi exprimată după cum urmează ("identificarea" punctului x cu punctul f(x)) Un spațiu topologic este o pereche ( , F), unde este o mulțime de puncte și F este o funcție (închidere) care satisface axiomele § , I, - Să ne, prin definiție, ( ) ( , Fi) dacă Fi (X) cz F (X) pentru fiecare X cz , iar în acest caz spunem că topologia spațiului dată de funcția Fi este mai puternică decât topologia dată de funcția F Cu alte cuvinte, fiecare set care este deschis în topologia mai slabă este deschis și în cea mai puternică Astfel, topologia mai puternică este mai bogată în mulțimi deschise (și, prin urmare, și în cele închise) Topologia discretă este cea mai puternică topologie (din moment ce fiecare set din ea este deschis) Dacă nu cerem ca un spațiu să fie un ^-spațiu, atunci există o topologie cea mai slabă, și anume topologia în care închiderea oricărei mulțimi nevide este spațiul întreg, adică mulțimea goală și spațiul întreg sunt singurele seturi închise Cea mai slabă ^-topologia este topologia în care numai mulțimea goală, întregul spațiu și mulțimile finite sunt mulțimi închise VIII Homeomorfismul Dacă maparea / a spațiului lui DE pe (tot) spațiul Y este continuă, unu-la-unu, iar maparea sa inversă / este de asemenea continuă, atunci numim maparea / un homeomorfism '), iar spațiile de DE și y sunt homeomorfe (sau spații de același tip topologic) *) Acest termen a fost introdus de A Poincaré [ ], p § Continuitate Homeomorfismul În acest caz scriem (echivalența topologică) Dacă dy - y, atunci homeomorfismul se numește automorfism topologic În mod evident, relația de homeomorfism dintre spații este reflexivă, simetrică și tranzitivă Teorema Pentru ca o mapare unu-la-unu să fie un homeomorfism, este necesar și suficient ca oricare dintre următoarele condiții să fie îndeplinită: ( ) f(A) - f(A) pentru fiecare A c D\ ( ) / (B) = f~x (B) pentru fiecare B a y Dovada Conform IV ( ), includerea f (A) cf /(A) este echivalentă cu continuitatea mapării /, în timp ce includerea f (A) cf f (A), conform IV ( ), este echivalentă la continuitatea mapării / A doua parte a teoremei este demonstrată în mod similar Teorema Pentru ca o mapare f să fie un homeomorfism, este necesar și suficient ca următoarea condiție să fie îndeplinită: ( ) A = / (/(A)) pentru orice A sd sau o condiție echivalentă (In spate) Dovada Dacă maparea f este unu-la-unu, atunci afirmația noastră este adevărată, deoarece atunci egalitatea ( ) este echivalentă cu egalitatea ( ) Rămâne de arătat că o funcție care satisface condiția ( ) oferă o mapare unu-la-unu Fie f(p) = f(q) Atunci p = f~l(f(p)) - f~r(f(q)) -q, deci p=q IX Proprietăți topologice Orice proprietate a unui spațiu care este invariantă sub homeomorfisme se numește proprietate topologică Din punctul VIII ( a) și § , III ( ) rezultă că fiecare proprietate exprimată cu ajutorul operației A (și a operațiilor teoriei și logicii mulțimilor) este topologică Mai general, dacă un punct a (sau o mulțime A, sau o familie A etc ) are o proprietate dată față de spațiul D și dacă funcția f mapează spațiul D' homeomorf pe Ch Spații topologice spațiul /, atunci punctul / (a) are aceeași proprietate față de spațiul / (dacă această proprietate este exprimată în același mod ca mai sus) Astfel, două spații homeomorfe nu pot fi distinse unul de celălalt prin niciun mijloc topologic În mod similar, dacă mulțimile A și B sunt situate în spațiile ГV și respectiv y și dacă există o mapare unu-la-unu din spațiul W la spațiul y care transformă mulțimea A în mulțimea B, atunci multimile A si B din spatiile corespunzatoare nu se disting topologic Le vom numi echivalente topologic (față de spațiile Y' și y) Este important de remarcat că două mulțimi pot fi homeomorfe și totuși poziția lor în spațiu poate fi diferită, astfel încât este posibil să nu existe echivalență topologică între ele De exemplu, în spațiul numerelor reale, o mulțime compusă dintr-un punct, un segment și un al doilea punct (în această ordine) nu este echivalentă (deși homeomorfă) cu o mulțime compusă din două puncte și segmentul care le urmează Aceleași mulțimi (considerate ca submulțimi ale planului) sunt echivalente în raport cu planul O anumită proprietate a unei mulțimi A situată în spațiul Γ, care este invariantă în cadrul mapărilor homeomorfe ale mulțimii A pe submulțimi ale spațiului sau, mai general, pe submulțimi de spații aparținând unei anumite familii $ de spații, se numește invariant intern cu privire la spațiu, respectiv, cu privire la familie ^ Astfel, de exemplu (cum vom vedea mai târziu), proprietatea de a fi o submulțime deschisă A a spațiului euclidian n este un invariant intern față de %n Un invariant intern este, de asemenea, numărul de regiuni în care spațiul g" este împărțit de o submulțime închisă și mărginită A Deși aceste proprietăți sunt "externe" față de mulțimea A, ele sunt echivalente (în regiunea submulțimii spațiu g") la proprietățile "interne" (adică proprietăți exprimate în termeni topologici, iar mulțimea A este considerată ca un spațiu ) Aceasta implică invarianța lor topologică Aici rolul spațiului g este esențial " Dacă în loc de g" luăm ca spațiu intervalul , atunci aceste proprietăți nu vor fi invariante interne După cum vom vedea în § , IV, proprietatea de a fi o mulțime O este un invariant intern față de familia de spații complete Toate proprietățile unui spațiu, submulțimile sale, punctele etc , considerate până acum, sunt proprietăți topologice și, în consecință, invariante ale transformărilor homeomorfe ale spațiului X Rang topologic Se spune că un spațiu % este conținut topologic ) în spațiul y dacă este homeomorf ■) După P S Alexandrov § Continuitate Homeomorfismul un subset al spațiului y Desemnare: UU s Y (incluziune topologică) top Dacă spațiul YY este conținut topologic în spațiul y, iar spațiul y este conținut în spațiul YY, atunci spunem că YY și y au același rang topologic ') Dacă această relație este valabilă doar într-o direcție, atunci spunem că rangul topologic al unuia dintre spații este mai mare decât rangul topologic al celuilalt Desigur, două spații pot avea același rang topologic fără a fi homeomorfe Astfel, de exemplu, sunt o linie nemărginită și un interval închis Cu toate acestea, în virtutea unei teoreme de teorie a mulțimilor (vezi Banach [ ]), următoarea propoziție este valabilă: dacă spațiile YY și y au același rang topologic, atunci există o mulțime A c Y' și o mulțime Bczcy astfel încât A este homeomorf pentru B și y?-A este homeomorf pentru Y-B Rândurile topologice a două spații pot fi incomparabile Așa va fi, de exemplu, în cazul unui cerc și a unui set compus din trei segmente având un capăt comun XI seturi omogene O mulțime A se numește omogenă în spațiu dacă pentru fiecare pereche a, b de puncte ale sale există un homeomorfism f al spațiului pe sine (un automorfism) astfel încât f(a) - b și f(A~) = A În special, întregul spațiu este omogen dacă toate punctele sale sunt echivalente topologic (în sensul articolului IX) Astfel, de exemplu, sunt cercul, spațiul euclidian n-dimensional Aceste spații, în plus, sunt bioomogene, adică există o mapare care asociază punctul b cu punctul a și punctul a cu punctul b în același timp Cu toate acestea, trebuie remarcat faptul că spațiul poate fi omogen, dar nu bioomogen (vezi Kuratovsky [ ]) Din același cerc de idei, se demonstrează (vezi ibid , p ) că dacă o mulțime A este simultan închisă și deschisă și a, b sunt două puncte echivalente astfel încât afA și b - A, atunci punctele a și b sunt biechivalente, adică există un homeomorfism / al spațiului pe sine astfel încât f (a) = b și / (M = "* ) Mulțimea A poate să nu fie omogenă în spațiul care o conține și să fie omogenă dacă este considerată ca spațiu Din definiție rezultă imediat că, dacă mulțimea A este omogenă, atunci fiecare proprietate topologică care are loc într-un punct al mulțimii A are loc și în toate celelalte puncte ale sale În special, având în vedere proprietățile de a fi un punct interior, un punct de acumulare, un punct în care o mulțime dată *) "Tip de dimensiuni" după Fréchet [ ], sau "Homoie" după Malo ) În lucrarea lui Dantzig [ ], p , alte tipuri de omogenitate sunt considerate, în special, omogenitatea în raport cu involuția Aceste concepte pot fi, de asemenea, localizate Ch Spații topologice Deoarece proprietatea este o mulțime de prima categorie, obținem, respectiv, că orice mulțime omogenă A este: ° este fie o mulțime deschisă sau de graniță", ° este dens în sine, fie este o mulțime discretă", ° este fie o mulțime din prima categorie, fie o mulțime care nu este deloc o mulțime din prima categorie a punctelor sale Următoarea teoremă este valabilă și: *Teorema Fie o familie de automorfisme ale unui spațiu topologic dat astfel încât fiecare pereche de puncte x, y să corespundă unui automorfism h care aparține acestei familii și să satisfacă egalitatea y = h(x) Fie Z o mulțime astfel încât pentru fiecare element h aparținând familiei £>, ( ) fie Z = h(Z) fie Zf]h(Z) = Conform acestor ipoteze, dacă o mulțime Z are proprietatea Baire, atunci este fie o mulțime din prima categorie, fie o mulțime care este atât închisă, cât și deschisă Pentru demonstrație, notăm mai întâi (vezi § IX) că dacă un punct z aparține unei mulțimi Z și mulțimea Z are o proprietate (topologică) în punctul z, atunci mulțimea h (Z) are aceeași proprietate la punctul h (z) În plus, mulțimea Z este omogenă, deoarece fiecărui punct z, £ Z se poate pune în corespondență un automorfism h astfel încât zY = h(z), iar din moment ce ( ), Z - h(Z) Conform afirmației lui Ze, aceasta implică că dacă Z nu este o mulțime din prima categorie, atunci nu este o mulțime din prima categorie în niciunul dintre punctele sale În virtutea proprietății Baer (§ , IV, Corolarul ), aceasta implică faptul că există un punct z £ Z în care - Z este o mulțime din prima categorie Fie atunci O o mulțime deschisă astfel încât zț^Ci și mulțimea O - Z din prima categorie Să arătăm că O - Z = Să presupunem că p O - Zn Fie h un automorfism aparținând unei familii astfel încât p = h(z) Deoarece p £ h(Z) - Z, atunci, conform condiţiei ( ), Zf\/i(Z) - , de unde h (Z) cz -Z și, prin urmare, există o incluziune G (") h (Z) c: - Z, din care rezultă că GPA (Z) este o mulțime din prima categorie Prin urmare, h (Z) este set de prima categorie în punctul p - h(z), dar aceasta contrazice observația făcută la începutul demonstrației !) Această teoremă este o extensie a spațiilor topologice a teoremei lui Baynach, care este legată de grupuri topologice (vezi secțiunea următoare) Teorema lui Banach are aplicații importante în analiza funcțională, vezi Banach [ ] și, de asemenea, Kuratovsky [ ] § Continuitate Homeomorfismul proprietăți, deoarece Z nu este o mulțime din prima categorie în punctul z Astfel, se stabileşte includerea G cz Z; presupune ca punctul z este un punct interior al multimii Z, deci (dupa °), datorita omogenitatii multimii Z, este deschis Rămâne să arătăm că setul Z este închis Fie p G Z și z e Z Setăm, ca mai sus, p - h(z) Deoarece mulțimea Z este deschisă și h este un automorfism spațial, și mulțimea h (Z) este deschisă În consecință, incluziunile p e Z și p e h(Z) implică faptul că Z[~|/z(Z) = , de unde Z = /z(Z) Prin urmare p e Z, care trebuia demonstrat *XII Aplicații la grupuri topologice Un spațiu topologic (notăm cu ) se numește grup topologic dacă fiecărei perechi de puncte x, y din & i se atribuie suma lor z = x-\-y în așa fel încât: (x - | - y) - z \u d x - f- (y - j - z) \\ ° există un element zero Ѳ astfel încât x-\-Ѳ = x - Ѳ-\-x; ° există un element (-x) astfel încât x + (-x) - Ѳ; ° operaţiile xf-Y şi -x sunt continue ) Punem ha(x) = a x Este evident că din condiția y = /ra(x) rezultă că x - A a(y) Prin urmare, Aa(x) (pentru un a fix) este un automorfism al spațiului, iar familia § a tuturor funcțiilor ha satisface ipotezele teoremei articolului XI Un subgrup este orice submulțime care împreună cu punctul x conține (-x) și împreună cu punctele x și y conține x-|-y Este ușor de verificat că dacă mulțimea Z este un subgrup, atunci condiția XI ( ) este îndeplinită Prin urmare, prin cele precedente, fiecare subgrup este omogen (în special, fiecare grup topologic este omogen) După teorema XI, orice subgrup cu proprietatea Baire este fie o mulțime din prima categorie, fie o mulțime care este atât închisă, cât și deschisă XIII Deschideți afișaje Mapări închise Conform Propozițiilor IV ( ) și ( ), dacă maparea f este continuă, atunci preimaginea unei mulțimi deschise este deschisă, iar preimaginea unei mulțimi închise este închisă Cu toate acestea, după cum arată exemplele simple, acest lucru nu este valabil pentru imagini Așa că ajungem la următoarea definiție Definiție Afișare continuă /: > / nume- este deschisă dacă imaginea /(O) a fiecărui set deschis O c ZU este deschisă în spațiul y ') A se vedea, de exemplu, Pontryagin [ ] și Montgomery și Zippin [ ] Ch Spații topologice Mapările închise pot fi definite în mod similar prin înlocuirea termenului "deschis" cu termenul "închis" De exemplu, proiecția planului U pe una dintre axe este o mapare deschisă, dar nu este închisă, deoarece proiecția hiperbolei y = \/x pe axa x nu este închisă Orice mapare continuă a intervalului este închisă (acest lucru este adevărat, așa cum vom vedea mai târziu, pentru fiecare spațiu compact) Este evident că orice mapare continuă unu-la-unu deschisă (sau închisă) este un homeomorfism') TEOREMA Fie f'- T'>Y o mapare deschisă (închisă) și fie Bcy Fie g - f | (ÎN) Apoi maparea g: f~l (B) -> B este deschisă (închisă) Dovada Fie mulțimea H deschisă în f~l (B), adică U ~ G P / (B), unde mulțimea O este deschisă în spațiu Atunci, conform formulei din § , III ( ), vom avea g(H) = g(G{] f~' (B)) = /- (B)) = f(G)() B Prin urmare, mulțimea g(H) este deschisă față de B În cazul în care maparea f este închisă, demonstrația este similară Teorema Fie f' ■ H' -> Y o mapare continuă pe şi g' y > Z o mapare continuă Dacă h = gf este o mapare deschisă (închisă), atunci g este, de asemenea, o mapare deschisă (închisă) Dovada Fie maparea h deschisă și G C Y să fie un set deschis Deoarece / este o mapare pe, atunci G = Y/- (G) Prin urmare, S( ) -Sff~l( G) -hf~x(G) Deoarece maparea f este continuă, iar maparea h este deschis, setul hf~\G) este deschis Cazul unei mapări închise h este tratat în mod similar ') Mapările deschise sunt numite și interne, vezi Stoilov [ ] Vezi și Wyburn [ ], [ ]; Arkhangelsky [ ], Wallace [ ] § Continuitate Homeomorfismul XIV Mapările deschise și închise la un anumit punct Definiție Afișare continuă a numelui este deschis într-un punct y £ / dacă pentru fiecare mulţime G deschis în spaţiu ( ) Vo / (O) => Vo E Int (/ (O)), sau, în mod echivalent, dacă pentru fiecare mulţime A c ZU ( ) (Yo € f (bt (A))] [y Int (/ (A))] Se spune că o mapare / este închisă într-un punct y dacă pentru fiecare mulțime F este închisă în spațiu ( ) (Yo€/(P)=>(Yo€/(P) sau, în mod echivalent, dacă pentru fiecare set A C SF ( ) (yoe y)) => (yob/y))- Evident, dacă maparea f este deschisă (închisă) în fiecare punct y al spațiului Y, atunci este deschisă (închisă) Teorema Aplicarea f este deschisă în punctul y dacă și numai dacă pentru orice mulțime В c avem ( ) (Yo € B) =} (/- (yo) cz /- (B)) Dovada Să presupunem că maparea f este deschisă în punctul y și că includerea în formula ( ) nu este valabilă Punem G = C - Г (B) Atunci /- (y ) A , deci y ef(O) = f^-rr(B))^fr (yB)^yB Pe de altă parte, deoarece y (E/( ), avem, conform ( ), V ⊂ Int (f (G)) cu Int (y - B) = y - B, adică y (£B Astfel, condiția ( ) este necesară Să presupunem acum că este o mulțime deschisă și punctul y nu aparține lui Int(f(G)), adică y ^ / - f(G) Să presupunem în continuare că condiția ( ) este îndeplinită pentru mulțimea B = y - f(G) Prin presupunerea yd £ B În consecință, /- (y ) cz Г (B) = f-'(y)-f-'f (G) cz TG = ^-G, deoarece / /(G)zzO Astfel, / (y ) A - , și în final obținem că punctul y nu aparține mulțimii /( ) Aceasta înseamnă că condiția ( ) este suficientă Ch Spații topologice Consecința ') Maparea f este deschisă dacă și numai dacă pentru fiecare mulțime Bc^y includerea ( ) G ( ) s / " ( ), sau, în mod echivalent (a se vedea IV ( )), când ( ) Г\В) = Г\В) Este evident că maparea f este închisă dacă și numai dacă pentru fiecare mulțime A a: W includerea ( ) /(L) s/(L), sau, în mod echivalent (a se vedea IV( )), când ( ) (T)=/I) TEOREMA Maparea f este închisă în punctul y dacă și numai dacă pentru fiecare mulțime deschisă astfel încât f I(y )c: există o mulțime deschisă Negy astfel încât (Da) Vo £/, (H) / "' (I) cu O Dovada Să presupunem că maparea f este închisă în punctul y , mulțimea este deschisă și / (y ) c: Punem H - y - f - G) Să presupunem în continuare că i e UoS/ / o hartă continuă pe Dacă setul Osu este deschis, atunci setul / ( ) este și el deschis Afirmația inversă nu este adevărată în general Aceasta conduce la următoarea definiție Definiție Se spune că o mapare / este reciproc continuă!) dacă este o mapare pe și dacă ( ) (A este un set deschis) ^(/ (A) este un set deschis), sau echivalent, dacă ( ) (A este o mulțime închisă) s(/ (A) este o mulțime închisă) Teorema Gol - deschis sau închis afișaj aprins Atunci maparea f este reciprocă continuă Dovada Fie deschise maparea / și setul f~r(A) Deoarece / este o mapare pe, avem A = // (A); deoarece maparea / este deschisă, setul // (A) este deschis Cazul unei mapări închise este considerat în mod similar ') Se mai numește și cvasi-compact (și continuu), vezi Whiteburn [ ], p , sau puternic continuu, vezi Alexandrov și Hopf [ ], § , Ch I Spaţii topologice Teorema Dacă o mapare f este reciproc continuă și unu-la-unu, atunci este un homeomorfism Dovada Fie deschisă mulțimea C cu J Deoarece maparea f este unu-la-unu, atunci G = / f (G) Prin urmare, mulțimea /(G) este deschisă Deci harta f este deschisă; aceasta implică faptul că f este un homeomorfism Teorema Fie o mapare f : ZU -> Y să fie reciproc continuă și să fie dată o mapare Dacă maparea h = gf este continuă, atunci la fel este și g Dacă h este reciproc continuu, atunci g este reciproc continuu Dovada Fie deschisă setul G cz % Apoi setul A (G) este deschis Dar A (G) = / [g'- (G)] Deoarece maparea f este reciprocă continuă, setul g~r (G) este deschis Să presupunem în continuare că maparea h este reciproc continuă și mulțimea g~X(A) este deschisă Apoi setul este deschis Dar / I [g'- (D)] = A- (A) Prin urmare, deoarece maparea A este reciprocă continuă, mulțimea A este deschisă Remarci Există mapări reciproc continue care nu sunt nici deschise, nici închise Acest lucru decurge din existența mapărilor închise nedeschise și a mapărilor deschise neînchise Pe de altă parte, orice mapare dintr-un spațiu discret la un spațiu non-discret este continuă, dar nu reciprocă Conceptul de continuitate reciprocă joacă un rol important în studiul topologiei factorilor (vezi § ) § Spații complet regulate Spații normale I Spații complet regulate Se spune că un spațiu topologic YE este complet regulat dacă, pentru orice punct p și orice mulțime închisă F de spațiu care nu îl conține, există o hartă continuă f'■ TE astfel încât ( /(P) = și /(x) = pentru x > A ) Complet regulat (spațiul D este numit și spațiul Tihonov *) Vezi Tihonov [ ], p Cf Uryson [ ], p § Spații complet regulate Teorema Fiecare spațiu complet regulat este regulat Dovada Fie punctul p, mulțimea F și maparea f la fel ca mai sus Punem G - E G/ (x) ) Observație Un spațiu obișnuit poate să nu fie complet regulat Mai mult, există regulate (//-spații pe care fiecare funcție reală continuă este o constantă * ) *) Aceasta este teorema lui Pontryagin mier Montgomery și Zippin [ ], p ) Vezi Hewitt [ ], p , și Nowak [ ], p Ch Spații topologice II Spații normale Definiţia J) Un spațiu topologic se numește normal dacă pentru oricare două mulțimi închise disjunse Eo și Fx există două mulțimi deschise O și astfel încât ( ) Fo cz Go, Fx cz [ și n G = , sau, în mod echivalent, dacă pentru oricare două seturi deschise O și Op astfel încât r - GgUGj există două mulțimi închise Fo și Fx astfel încât ( ) Fo^Gq, FcG și F \]Fx=tF- Putem presupune că în condiția ( ) mulțimile Fo și Fx au forma ( ) = I și FX = HX, unde multimile H si H sunt deschise Într-adevăr, să fie FF un spațiu normal Să presupunem că condiția ( ) este îndeplinită Apoi există două seturi deschise Yao și Ky astfel încât Fq s Ho, FF- Goc:Ko și Ho P Ko = In consecinta, H :,c 'F-Ko, de unde Ho cz ,:F - Kos: Go Într-un mod similar, există o mulțime deschisă Hx astfel încât F ^ H- și H, cz Oj Un argument similar arată că în condiția ( ) identitatea O ∩ Gx = poate fi înlocuită cu identitatea ( ) О ЛСі = În cele din urmă, rețineți că ( ) poate fi înlocuit cu următoarea condiție (similar cu condiția ( ) din § , X): există o mulțime deschisă G astfel încât ( ) Fo C G și G A Fx = Cometariu Orice spațiu normal este complet regulat Aceasta rezultă direct din lema lui Urysohn, care va fi demonstrată în Secțiunea IV Pe de altă parte, există spații complet regulate care nu sunt normale (Vezi van East și Freudenthal [ ], p Vezi și exemplul Nemytsky citat în Alexandrov și Hopf [ ], p ) ') cf Titze [ ], p § Spații complet regulate Cu toate acestea, următoarea afirmație este adevărată Teorema Spațiul Lindelöf obișnuit (vezi § , VP) este doar mic!) Dovada Fie A - Ă, B = B și Dr B - Definim două mulțimi deschise Q și H astfel încât A cu O, B cu H și Q (]H = În virtutea regularității spațiului, pentru fiecare punct a - A există o mulțime deschisă Oa astfel încât a e Oa și Oa(] B - Familia compusă din mulțimile Oa (a e A) și mulțimea -A este o acoperire Această copertă conține o subcopertă numărabilă, A, Gai, Oa , Prin urmare, A c Qai (J Oa g U În mod similar B c: / ^ UU unde mulțimile Hb sunt deschise și n D = Să setăm /i = Gai, v\=Hbі - Ui, pentru " > uGn-i), Yn = Hbn-{d,\} uOn) și O = Vdi Deoarece A P A P Hb=Q, avem A cu O În mod similar, Va N În sfârșit, adică Unț\Vm - Într-adevăr, dacă n-Cii - , atunci avem (prin definiție Un) Un(]Vm - , iar dacă n m, atunci Un П Vm = Corolarul Ia Un spațiu ^ regulat cu o bază numărabilă este normal Într-adevăr, după teorema din § , elementul XI, orice spațiu topologic cu o bază numărabilă este un spațiu Lindelöf Teorema Proprietatea unui spațiu de a fi normal este un invariant în mapping-uri închise pe Fie > / o mapare închisă pe Fie /=)Gy, / = , , unde Qj sunt mulțimi deschise și y - GQ (J G Atunci mulțimea /- (Oy) este deschisă și Deoarece A" este un spațiu normal, există două mulțimi închise FQ și Pz astfel încât (cf ( )) Foc: / (Du-te) și Fo (J Ft - Eu? Teorema lui Tihonov Vezi Tihonov [ ] Topologie, vol I Ch Spații topologice De aici rezultă că /(F )cG , /(Fi)cGi și /(F )U/(F )= ' Deoarece, prin presupunere, maparea f este închisă, mulțimile f(Fj) sunt închise și, în consecință, spațiul y este normal Cometariu Această proprietate nu este invariabilă în mapările deschise (vezi § ) Să arătăm că în definirea spațiilor normale, mulțimile închise disjunse pot fi înlocuite cu mulțimi Ea separabile Teorema ) Fie spațiul YT normal, iar A și B să fie E^-mulțimi separabile Apoi există două seturi deschise G și H astfel încât ( ) L Dovada Punem A = A j U A U şi B = UB U • • •, unde Af şi Bj sunt închise Definim două secvențe de mulțimi deschise Gv G , si Hlt H satisfacator conditii ( ) Hzc:G( , Bj^Hp Gif]Hj~O pentru I, J=l, , și puneți G = G} U G U și H = //j U П i Astfel, condițiile ( ) sunt îndeplinite Să continuăm prin inducție Deoarece A P = = B T)A, există mulțimi deschise (cf ( )) Pr, Qv Pg și V\ astfel încât A^Pi, BczQp B cz U , AczV , LPёi = = U PV Setăm G = P f)V' și = Evident, condițiile ( ) sunt efectuate pentru i - == J În plus, ( ) o pd = o = i p Ă Să presupunem acum că condițiile ( ) și ( ) sunt îndeplinite pentru indicii care nu depășesc n Ca și în cazul lui n = , există mulțimi deschise Pn+ , Qn + , Up + \ și astfel încât La+ ePya+ , ȚĂU U H"ufc:Q"+ , Рl+ ПQn+ = , GiU ••• UGbU-' cI/"+i, ^l+i P ^l+i - Sa punem Op+ ~ Pp h P Vya+ și /i+ Up+ ГІ Qn+!• !) Vezi cehă [ ], p § Spații complet regulate Este ușor de verificat dacă condițiile ( ) și ( ) sunt îndeplinite pentru I, j Aceasta completează demonstrația I U Setați sisteme similare în sens combinatoriu în spații normale Două sisteme finite de mulțimi Dp Ll și Sp Bn sunt numite similare în sens combinatoriu (vezi Aleksandrov, App Math , ( ), p ) dacă identitatea ( ) |LCH P • • n Aik = } == P ■ • • A^ = o}, oricare ar fi sistemul de indici ( Atunci, în primul rând, avem x e H , deoarece din inegalitatea f(x r; de aici rezultă şi că x e - o (r - / ") c \u d jr - o (r - / "), deci r - / " f(x) Deci, /Uo) - Atunci există o funcție continuă g definită pe întreg spațiul % și care satisface Ch Spații topologice ryayuschaya următoarele condiții- ( ) pentru x^%, ( ) l/W-gWKjf pentru x £ F Dovada Lăsa ( ) D = e[/(x) |C], y=eGіuі , Acea ( ) |/*(x) K c pentru χ Ε RH Dovada Să luăm mai întâi în considerare cazul în care funcția f este mărginită, adică atunci când inegalitatea ( ) este valabilă Sa punem ASA DE ( ) Г(*)= gn(x), l= *) Vezi Titze țll Pentru dovezi, vezi Uryson [ , p Pentru diverse generalizări ale teoremei lui Tietze, vezi Dugundy [ ], Hanner [Î], Dowker [ ] Vezi și Borsuk [ ], unde extinderea unei funcții f este definită astfel încât "operația de extensie" să fie liniară în raport cu funcțiile date § Spații complet regulate unde funcțiile gn sunt definite prin inducție după cum urmează Setăm ^o( r) = Să presupunem că ( ) |/(x) - £)(x)| i=o '' (acest lucru este valabil pentru /r = , conform ( )) Substituim în formularea teoremei auxiliare /(x) - n - N*) în loc de /(x) și ( / )" c în loc de c Atunci obținem că = există o funcţie continuă gn+\ definită pe spaţiu astfel încât ( ) I^+ WK^ȚTC Pentru I l+ / \n+ ( ) |/(x) - ei (*)I Γ - F, atunci CO CO CO I/*(-v)I = I Ii f Apoi, după cum se arată, există o extensie continuă a mapării /• Notăm cu B mulțimea de două elemente {- , } și fie H = f*" (B) Mulțimea H este închisă și NP ? = După lema lui Urysohn, există o mapare continuă /r: > rc/, astfel încât d(x) = pentru x > H și h(x) = pentru x > F Punem g(x) = f*(x) h(x), apoi g ' și g este extensia continuă dorită a lui / Ch Spații topologice N Spaţii normale ereditar Definiție Se spune că un spațiu este ereditar (sau complet) normal dacă fiecare dintre submulțimile sale este normală sau, în mod echivalent, dacă fiecare dintre submulțimile sale deschise este normală (după cum poate fi arătat cu ușurință folosind condiția ( )) Observație Un spațiu normal poate să nu fie normal ereditar Acesta este spațiul ') definite după cum urmează Fie Γ = E (a cu punctul îndepărtat (d, ω) nu au vecinătăți care nu se intersectează Rețineți că fiecare spațiu metric este ereditar normal (vezi § ) Observația Orice set F^ a unui spațiu normal este normal Aceasta rezultă din teorema , elementul II (deoarece orice două mulțimi disjunse care sunt închise sub o mulțime de tip P sunt /^-mulțimi separabile) În teoremele - de mai jos, spațiul se presupune a fi ereditar normal* ) Formula I! ( ), care este valabil pentru spații normale arbitrare, poate fi rafinat pentru spații normale ereditar, după cum urmează Teorema I ) Dacă seturile A și B sunt separabile, atunci există o mulțime deschisă G astfel încât ( ) LSO și Gp\B - G Prin urmare (cf § , V, Teorema ), Fr(G) separă mulțimea A de B Dovada Fie E (A[\B) Atunci mulțimile A - B și B - A sunt disjunse și închise în E Deoarece spațiul este ereditar normal, există o mulțime G deschisă în E (și prin urmare și în ) astfel încât A - BcG și OL-BcG - A) - Prin presupunere, Dn = , deci A c: A - BcG Deoarece £p/ = , rezultă că GLT cOLV-AcL(A( A) = Aceasta completează demonstrația *) Se numește uneori fascicul Tikhonov Vezi Kelly [ ], p , pentru o dovadă detaliată ) În cazul spațiilor metrice, dovezile date în această subsecțiune pot fi simplificate substanțial Vezi § ) Vezi Tietze [ ], p ; Alexandrov și Uryson [ ]; Uryson [ ] § Spații complet regulate Teorema Pentru fiecare pereche de mulțimi închise A, B, există o pereche de mulțimi închise A*, B* astfel încât ( ) l*v* = i, l*p(li ) = l, v*p(liv) = c Dovada Prin Teorema , § , V, mulțimile A - B și B - A sunt separabile Prin urmare, în virtutea teoremei , există o mulțime deschisă G astfel încât ( ) A - B U D) L Mj = M j(] Mj Dar mulțimile U y- și Mj sunt separabile, deoarece (vezi § , V, Teorema ) ele nu se intersectează și sunt închise în E, și deci și în Mo (J /Hp Prin urmare Ml j A Uy ■ - , care completează dovada Ch Spații topologice Teorema implică următoarea afirmație oarecum mai generală TEOREMA Fie ΔΛ = Atunci există o mulțime deschisă G astfel încât Lei, C[\B = D) și ( P BccA Dovada Mulțimile A și B - A sunt separabile, deoarece Și PV ĂczAf]B = Q - A(](B - Ă') Prin urmare, conform teoremei , există o mulțime deschisă Go astfel încât Ac: G și Gon ( - A) - , adică Gof] Soare: A; punem G = Go - B Teorema Fie fiecare pereche de mulțimi At, A} (z #= y) aparținând unui sistem dat de mulțimi An, ot- divizibil Atunci există un sistem de mulţimi deschise Gt, G" astfel încât ( ) AiczGi și А( П Ăj = Gz Л Gj pentru =J- Dovada Luați în considerare mai întâi cazul n - x) Punem A = A - A și = A - Deoarece mulțimile A și B sunt separabile (conform Teoremei , § , V), prin Teorema există o mulțime deschisă astfel încât ( ) D -A ccG Și (S)(OPD ) H astfel încât ( ) [/(x) = ] = (x e B) și [/(x) = ] = (x e B) Este ușor de observat că această condiție este mai puternică decât condiția IV ( ) în lema lui Urysohn Prin urmare, tot ceea ce este perfect normal este simplu, doare, dar rmally Mai mult, fiecare spațiu perfect normal este ereditar normal ) Într-adevăr, fiecare submulțime deschisă este o mulțime de tip Fg (vezi Teorema de mai jos), și fiecare ^-mulțime este normală (vezi V, Observația ) Pe de altă parte, un spațiu ereditar normal poate să nu fie perfect normal Acesta este spațiul definit după cum urmează ): SF este un spațiu nenumărabil care conține un punct "singular" p astfel încât fiecare mulțime care conține p este închisă În plus față de astfel de mulțimi, sunt de asemenea închise numai mulțimile finite Este ușor de observat că mulțimea cu un element (p) nu este o mulțime de tip O , deci spațiul nu este perfect normal (în virtutea Teoremei , care va fi demonstrată mai jos) După cum vom vedea mai târziu, orice spațiu metric este perfect normal Teorema Fie A o submulțime închisă a unui spațiu perfect normal Atunci există o funcție continuă f : ST SJ > astfel încât ( ) [/(x) = ] = [x e A] Aceasta rezultă direct din definiție dacă punem B = Pentru a stabili o proprietate importantă care caracterizează spațiile perfect normale, demonstrăm mai întâi următoarea lema ) Lema Fie A o mulțime Q^ închisă în spațiul normal și fie B închis și A QB = Atunci există o funcţie continuă f : ST ->■ Sf formula satisfăcătoare ( ) și condiția yu (hev) = F (/ "-i) Dovada Sa punem ( ) A - Gj P O P • • • > unde Op sunt seturi deschise *) Această teoremă se datorează lui Urysohn [ ], p ) Acest exemplu îi aparține lui E Cech ) Referitor la această lemă și Teorema , vezi Vedenisov [ ], p ; vezi și Vedenisov [ ], unde se demonstrează o teoremă inversă la Teorema § Spații complet regulate fn(*) = { Putem presupune că Op L B = , deoarece altfel am putea înlocui Gn cu mulțimea Gn - B Conform lemei lui Urysohn (vezi itemul IV), pentru fiecare n există o mapare continuă O pentru x £ A, pentru χ Ε Η - Gn Sa punem L = Deoarece această serie converge uniform, funcția f este continuă (cf § , VI, ) și Condiția ( ) este îndeplinită, deoarece pentru fiecare n avem BcJ - Gn și, în consecință, fn (x) = pentru xCB Deoarece AcOn, avem fn(x')~ pentru χ e A și, în consecință, /(%) - Rămâne să arătăm că dacă x > A, atunci f(x) ¥= Fie x > A Atunci, conform ( ), există un indice n astfel încât x e Gn, de unde /n(x) = De aici rezultă că f(x)> Teorema (teorema lui Vedenisov) Un spațiu este perfect normal dacă și numai dacă este normal și fiecare set închis din el este un set de tip & Dovada Fie A o submulțime închisă a unui spațiu perfect normal și fie / funcția considerată în teorema Am stabilit o, = E[/" [g(x)= ] Sa punem O=E[^(x) ] Ch Spații topologice /(x)=! Apoi, mulțimile O (JF și H UF sunt închise și (G (JF) P B = Prin urmare, putem aplica lema mulțimilor GUF și B (luând intervalul (V > )) în loc de intervalul ( , )); astfel, există o funcție continuă h, definită pe spațiul FF, astfel încât (x £ )==[A(x)= ] Punem g(x) pentru X £ (O și F), h (x) pentru x £ (UF) Funcția f este definită și continuă, deoarece (G (JF) Π (H UF) - F și pentru x £ F avem g (x) = >/ - h (x) În plus, (G (JF) UU (H UF) - deci f : % -> Ff (cf § , V, ) În cele din urmă, este ușor de observat că condiția ( ) este îndeplinită Teorema Fiecare ^-spațiu regulat cu a-bază local finită B (cf § , VII) este perfect normal (și chiar metrizabil, vezi § , XVII) Dovada Lăsa ( ) B - B^B U și Bn - [On, J, unde t e Tn, iar familiile Bn sunt local finite Mai întâi demonstrăm că spațiul GK este normal Fie A și B mulțimi disjunse închise Deoarece spațiul ΓΓ este regulat, fiecărui punct x e A putem asocia o pereche de indici n(x) și t(x) astfel încât ( ) X £ Op ȘI B O Op (q;) / - Sa punem ( ) Mk \u d E ("(x) \u d k) și Ok \u d U (x), t (xp X De aici rezultă că L = Al, U L U • ■ • De aceea ( ) D cz Gj U O U • Deoarece familia Bk este finită local, din egalitatea ( ), în virtutea teoremei din § , VII, rezultă că - U Gn (X), t (x) = U Gn (X), t (X)-x e Mk x e Mk Prin urmare, conform ( ), ( ) = § Produs direct J&'X^ În mod similar, există o succesiune de mulţimi deschise Hx, H , • ■ ■ astfel încât ( ) flc^Ufyl) și Rn a = Sa punem oo oo U = și [Ga-(/AU ІЖ)] și și [Ha-(GiU uoft)] Y = Y = Apoi UL V - și, conform formulelor ( ) - ( ), A czz U și B c V Deoarece mulțimile U și V sunt deschise, aceasta înseamnă că spațiul este normal Să arătăm acum că spațiul YY este perfect normal În virtutea teoremei , rămâne de arătat că fiecare mulțime deschisă A este o mulțime /^ Să notăm cu x un punct al mulțimii A și cu B mulțimea M - A Atunci formulele ( )-( ) sunt satisfăcute Conform ( ), avem Gk C A, de unde, conform ( ), A - G, (J G U Aceasta completează demonstrația Cometariu Corolarul la, elementul II, care afirmă că orice ^-spațiu regulat cu o bază numărabilă este normal, este evident și o consecință a teoremei § Produsul direct % X Y al spatiilor topologice I Definiție Fie % și y două spații topologice; topologia din multimea ZU Y Y (vezi § , I) se introduce astfel Definiție Se spune că o mulțime A C PU X Y este deschisă în spațiul JX X dacă și numai dacă este uniunea produselor directe ale SUN, unde G și H sunt mulțimi deschise în spațiile J și, respectiv, / Cu alte cuvinte, familia tuturor acestor mulțimi G y y este baza spațiului Y y Conform § , II ( ), (Gj X A (O X H )=(GX A G ) Y (Hx A H ) Prin urmare, dacă Gx, G , Hx și H sunt mulțimi deschise (respectiv, în spații }, atunci intersecția (Gx y Hx) Λ Λ (O X Ar ) este și ea deschisă (în spațiul $Y y y) Prin urmare, intersecția oricăror două mulțimi deschise în spațiul ZY Y Y este deschisă Întrucât unirea unei familii arbitrare de mulțimi deschise în spațiul ZU Y Y este deschisă, ajungem la următoarea teoremă (vezi § , II, Observația ) Teorema Un produs direct al două spații topologice este un spațiu topologic Ch Spații topologice Deoarece (ΓX^)-(x , V ) = ((ν - x ) X U χ X {Y - y )) (conform § , II ( )), avem Teorema Produsul direct a două ^-spații este un ^-spațiu Această teoremă rezultă și din teorema de mai jos Exemplu În planul X, topologia naturală este de acord cu cea introdusă mai sus Într-adevăr, fiecare mulțime deschisă din planul X poate fi reprezentată ca o uniune de pătrate cu laturile paralele cu axele EE și Y Este ușor de arătat că (cf § , II ( )) Teorema Dacă țBJ este baza spațiului EE și (Cx] este baza spațiului y, atunci X Cx} este baza spațiului X'AU Aceeași afirmație rămâne valabilă pentru subbaze Teorema Fie EE și y spații topologice Familia de mulțimi G/y și familia de mulțimi H\EE, unde mulțimea G este deschisă în spațiul EE și H este deschisă în spațiul y, este o subbază a spațiului EEY Y- Într-adevăr, O X H - (GX Y) L (EE X H) De asemenea, este valabil (a se vedea § , XI, Observația ) TEOREMA Mulțimile E X Y, precum și mulțimile EE Y K, unde F este închisă în spațiul EE și K în spațiul Y, sunt închise, iar familia acestor mulțimi este o subbază închisă a spațiului EE Y , Y- Cometariu Amintim (vezi § , VII) că o relație definește o submulțime a spațiului EE X Y și anume mulțimea E xpy O relație se numește închisă dacă această mulțime x, y este închisă (în EE X Y\ II Proiecții și mapări continue Să fie dat un punct z = (x, y) £ EE Y Să considerăm x ca o funcție a lui z Fie x = ~ f(z) și în mod similar y = £( ?) Prin urmare, /■EEXY-^EE ȘI g : ea XY->Y Mapările f și g se numesc proiecții ale spațiului EE X Y pe axele EE și y-, f(z) este abscisa punctului z și g(z) este ordonata acestuia Teorema Proiecțiile sunt mapări deschise Dovada Fie mulțimea G deschisă în spațiul EE Atunci avem / (G) = GX Y, iar această mulțime este deschisă prin definiție, § Produs direct SIS /AU Astfel, maparea f este continuă De asemenea, este deschis Presupunem ca multimile G si H sunt deschise (respectiv, in spatiile AT si /) Atunci mulțimea f(Gy(H) - - G este deschisă Teorema Fie h : ->■ AT X Y ■ h (t)), unde hx(t)^ST și h (t)Qy Maparea h este continuă dacă și numai dacă mapările hx și h sunt continue Mai precis, harta h este continuă la t dacă și numai dacă hărțile hx și h sunt continue la t Dovada Să presupunem că maparea h este continuă în punctul t Deoarece hx (/) = fh (/), unde f este proiecția spațiului ST X și axa ■:/, atunci, în virtutea teoremei , maparea hx este continuă în punctul / Să presupunem că mapările hx și h sunt continue în punctul tg Fie mulțimea G C ST X Y deschisă și t > h~x (G) Trebuie să arătăm că t £ Int (/X (O))- Conform § , III ( ), putem presupune că mulţimea G aparţine unei subbaze a spaţiului ST X Y Punem (vezi I, Teorema ) G = , X Y- Atunci (vezi Sec , II ( )) /r- (G) = uT (Oi), și deci f £- hȚ (Gi) Deoarece maparea /îj este continuă în punctul tQ, rezultă că t £ Int Af (Oi) - Int A~* (O) Teorema Fie φ(x, y) o funcție propozițională astfel încât mulțimea £ cp(x, y) să fie deschisă în spațiul X, y ^ "XY- Atunci setul EV ] \u d \u d KU - Y - A) x Y \ P ІU X (s / - (s / - B))] \u d = (Int (L) X /) P (Y X Int (B)) = Int (L) X Int (B) ( ) Avem F g (A X B) \u d L XV p (Y XY) - (AX B) \u d \u d (L X B) n KU - A x Y) și (YXU - B)] \u d = (Pr(A)XB)u(A XFr(B)) ( ) Avem [(a b) C (A X Bf] ~ [(a, b) e (AX B) - (a, Z>)] == Ka, b) e ((A - a)XB)u(A X(B - Z'))] = = [(a, Z>) e (A - g X B) U (A X (B - b))] == = [(a £ A - a și b £ B) sau (a £ A și b^B - b)] = ^[(a, b) £ AdXB sau (a, b) £ AX Bd] = = [(i, b^(AdXB)G(ĂXBd)} IV Diagonală Prin diagonala spațiului Y = yX înțelegem mulțimea ( ) D=E(*-y) X Y § Produs direct E/Y Teorema A = E- Homeomorfismul dorit este proiecția (x, y) -> x Teorema Dacă spațiul % este Hausdorff, atunci diagonala sa este închisă (în ^ ) Dovada Punem V = E' - A Trebuie să arătăm că mulțimea V este deschisă, adică dacă un punct (x, y) aparține mulțimii V, atunci există două mulțimi deschise și H astfel încât x O, y > H și OYHcP Deoarece x =/= y, deoarece spațiul E este Hausdorff, există două mulțimi deschise G și H astfel încât (OHDsV Teorema poate fi generalizată după cum urmează Teorema Hărțile goale fy : Ey > Y sunt continue (/ = , ) Dacă y este un spațiu Hausdorff, atunci mulțimea r = E(/oW = / (x )) Ha, X închis (în spațiul SECU SE\)- Cu alte cuvinte (vezi punctul I, observație), relația (*oP*i) = (/o Oo) = /i Oi)) este închis Dovada Punem g(x , xl) - (f (x ), f^x^) Atunci g : D'o X D' şi, conform Propoziţiei , harta g este continuă Prin urmare (dacă A este diagonala spațiului y ), mulțimea g~l(A) este închisă Dar £r- (A) = r, deoarece , Xj) £ gi (A)] == [g(x , x £ A] = [(/ (x ), f (xj) £ A] = == [/ (X ) = / (λ )]> aceasta completează demonstrația teoremei În cazul particular când = avem Consecință Pentru Dacă maparea f : Y este continuă și Y este un spațiu Hausdorff, atunci relația de echivalență indusă (ho ~ = (j (x ) = f (x )) închis Pentru mapările deschise, teorema inversă la teorema este adevărată Teorema Fie f: E] -> Y o mapare deschisă pe Dacă mulțimea Γ este închisă, atunci spațiul y este Hausdorff * Ch Spații topologice În special, dacă mulțimea A este închisă, atunci spațiul GE este Hausdorff Dovada Fie y =)= yp și pune y = φ^χφ Atunci (x- , Xj)(^o X ^i) - Γ Deoarece mulțimea (^X^ -Γ este deschisă, există mulțimi ;-(y - , ) deschise în EE și astfel încât x £O;- și (OoXO G)G = O În consecință, f ( ) Π /i ( = altfel ar exista puncte x') Deoarece maparea este deschisă, / (O ) și /i( sunt mulțimi disjunse deschise care conțin, respectiv, punctele y și Yi Observația Conceptul de diagonală poate fi considerat pentru un caz mai general când X și Y sunt submulțimi ale unui spațiu dat Acest lucru nu afectează definiția ( ) Apoi, în loc de teorema , obținem o teoremă mai generală sus Dacă spațiul XUY este Hausdorff, atunci mulțimea A este închisă în XX Y OBSERVAȚIA Să considerăm funcția propozițională φ(x, y), unde x, y e YV și o proprietate topologică a mulțimii Eφ(x' y)A(* - y) față de diagonala A = t( X y); apoi x, y x, y mulţimea x) are aceeaşi proprietate cu privire la axa EE Aceasta rezultă direct din teorema V Proprietăți ale unei mapări / considerată ca submulțime a spațiului EE X Y \u d E (y \u d f (x)) X y Teorema Dacă maparea f este continuă, atunci Într-adevăr, punem Xx')~(x, f(x)) Atunci j este un homeomorfism al lui EE pe (prin teoremele și , punctul II) Teorema Dacă Y este un spațiu Hausdorff și maparea f este continuă, atunci mulțimea S este închisă (în spațiul EEXY) Punem p(x, y) -(/(*) > y) Atunci p (A) = , unde A este diagonala spațiului YXY Deoarece mulțimea A este închisă (conform IV, ) și maparea p este continuă, mulțimea este închisă § Teorema Fie r(x, y') - (x, f(x')') Atunci, dacă maparea f este continuă, atunci maparea r : % X ^-> este o retragere Teorema poate fi generalizată după cum urmează Teorema Dacă y este un spațiu Hausdorff și f este continuă la x , atunci ( ) [(x , y) ]=Φ (*o > y) ; Aceasta înseamnă că y = f(x ) Dovada Punem y = f(x ) Fie y( = £ y Atunci în spațiul / există două mulțimi deschise Ho și Hx astfel încât ( ) Ub^o- Uib^i și R p^i = O Deoarece maparea f este continuă în punctul x , există o mulțime G deschisă în spațiu astfel încât ( ) x e G și adică (ЗГІ (О X ) x este homeomorfismul necesar Dovada este evidentă (teorema este, desigur, un caz special al Teoremei V, , și anume cazul când / este o constantă) Este ușor să demonstrezi următoarele Teorema Fie dată funcția propozițională cp(x, y) Apoi proiecția pe axa YA mapează mulțimea Eφ(* Y) n x, y φ ^ X(Yo)) pe mulțimea Eφ(*-Yo)- X VII Invarianți directi de produs Teorema Fie A c YG, Vsu, A^O^B Atunci mulţimea Ay^B este închisă, deschisă, peste tot densă dacă şi numai dacă ambele mulţimi A şi B au proprietăţile corespunzătoare Dovada Aceasta rezultă din III ( ) și ( ) (cf și § , II ( )): {A XB = A XB)==(Â yB = Ay B)==(Â = A și B = B); (Int (D X B) = A X } = {Int (D) X Int ( ) = A X B] = = {ІпІ(Д) - А și Int (£?) = £?}; (AXB = n^XY) = (AXB = = RGH&) = (A = RH și S = /) Corolarul Ia Un punct (a, b) este un punct izolat în spațiul YT XY dacă și numai dacă a este un punct izolat în spațiul YT și b este în spațiul y § Produs direct ZUUUU Dovada Un punct (a, b) este izolat în spațiul U X Y dacă și numai dacă mulțimea formată din acest punct este deschisă în U X Y Dar, conform teoremei , aceasta este echivalentă cu ipoteza că mulțimea (a) este deschisă în spațiul ZY, iar mulțimea (b) în spațiul y Teorema Mulțimea Ay B este graniță, nicăieri densă, densă în sine dacă și numai dacă una dintre mulțimile A sau B are proprietatea corespunzătoare Dovada Aceasta rezultă din identități: {Int(L XB) = OJ = {Int(A) X Int( ) = } === == {Int(A)= sau Int( )= }; {Int ( X B) = ' = [Int (AX B) = } = {Int (Ă) = sau Int(S) = } Partea finală a teoremei decurge direct din Corolarul Ia Corolarul a ) Fie Ac^T Dacă o mulțime A are una dintre următoarele proprietăți', este închisă, deschisă, de tip Fa, de tip G&, graniță, nicăieri densă, o mulțime de prima categorie, o mulțime cu proprietatea Baer, o mulțime densă în sine, atunci mulțimea AU Y are proprietatea corespunzătoare Cu alte cuvinte, dacă pentru o funcție propozițională dată cp(x) mulțimea Ε Φ(x) are una dintre proprietățile indicate, atunci mulțimea Ε Φ (x) are și această proprietate X y Teorema Următoarele proprietăți sunt invariante la operația de înmulțire directă: (a) să fie un spațiu Hausdorff", (b) să fie un spațiu obișnuit: (c) să fie un spațiu complet regulat Demonstrație, (a) Să presupunem că spațiile ZY și Y sunt Hausdorff Fie ^ - (xx, yj, j = (x , y ) și fie = u = r Atunci fie xx = y = x , fie y x y , există două mulțimi deschise G cz U și a U astfel încât x e G și Gj ∩ G - Prin urmare, h e Glyy, £ O X Y și mulțimile Gxyy și G X Y sunt deschise și disjunse (b) Fie $ = (x, y)£(r), unde mulțimea (r) este deschisă în spațiul ZY X Y Să arătăm că există o mulțime deschisă ■§ astfel încât z £ § și φ cz (r) *) Vezi și § , IV mier Oktoby [ ] Ch Spații topologice Evident, ne putem restrânge la cazul în care mulțimea (r) aparține bazei spațiului % X Y ■ Atunci putem stabili (r) = A X B, unde mulțimile A și B sunt deschise în spații și respectiv y Deoarece spațiile & și y sunt regulate, există mulțimi deschise C și D astfel încât a e C, C C A și b e D, DcB Să punem -SHT> Prin urmare, și XD = C XDclA X B = (r) (c) Fie e - (x , y )e(^'X (Y) - unde mulțimea g este închisă Pentru a demonstra că spațiul YY'XY este complet regulat, ne putem limita la cazul în care mulțimea g aparține bazei închise a spațiului X Y> adică cazul când s = Ax /> unde A - A c VP (vezi Teorema , § , I) în mod regulat, există o mapare continuă g'* η astfel încât g(x ) = și g(x) = pentru χ e A Punem f(x, y) = g(x), apoi f(s ) = și /(g) = pentru Observația Teorema inversă la Teorema este de asemenea adevărată; aceasta înseamnă că dacă spațiul Y și Y XY au una dintre proprietățile (a)-(c), atunci ambele spații și Y au proprietatea corespunzătoare Aceasta rezultă din faptul că aceste proprietăți sunt ereditare și că CP cz Ж" X Y (vezi VI ( )) top Observația Normalitatea nu este un invariant al produsului direct!) Mai mult, produsul dintre un spațiu normal și un spațiu metric nu trebuie să fie normal ) Observația Corolarul a nu este valabil pentru proprietatea Baire în sens restrâns (vezi § , VIII) Lema Fie mulțimea e SW XY să fie densă în sine și fie a un punct izolat al proiecției A a mulțimii pe axa CP Atunci mulţimea ((a) XY)(\ este densă în sine şi, în consecinţă, proiecţia mulţimii pe axa y conţine mulţimea (= £ ) mai densă în sine Dovada Deoarece mulțimea (a) este deschisă în A, există o mulțime G deschisă în spațiu astfel încât ) Vezi Sorgenfrey [ ], p , Kelly [ ], p Pentru produse ale spațiilor ereditar normale, vezi Katetov [ ] ) Vezi - Michael [ ], p , și Morita [ ], p Vezi și Dieu Donnet [ ], p - § Produs direct '•fryify (a) = G (] A Deoarece A este proiecția mulțimii în spațiul B, avem C/'X / Prin urmare (vezi și § , II ( )) ((O P A) X / ) L = \u d (O X /) P (A X /) L \u d (O X Y) P - Astfel, mulțimea ((a) X /) A este deschisă în (deoarece mulțimea O X Y este deschisă în spațiul X în virtutea teoremei ) și, prin urmare, este densă în sine (vezi § , V, ) ) În cele din urmă, deoarece (a)X /j^ / spaţiul Y conţine o mulţime care este homeomorfă mulţimii ((a)X /)P > şi, în consecinţă, o mulţime densă în sine (x = ) Teorema ) Spațiul bb'/ Y este rar dacă și numai dacă spațiile % și Y sunt rare X y) Dovada Să presupunem că unul dintre seturile Assuu sau Vesu este dens în sine (=/= ) Apoi, conform teoremei , mulțimea A X B este densă în sine, iar spațiul X Y nu este rar În schimb, dacă mulțimea CX'XS' este densă în sine (=£ ), atunci, conform lemei, fie proiecția mulțimii în spațiul YY, fie proiecția mulțimii în spațiul y conține o set dens în sine (=X= ) TEOREMA Fie hărțile f j'■ VYY]-* Y p j - Q, Harta f - fo'Kfi a spațiului YY X NU\ în spațiul Vy X (vezi § , III) să fie deschisă dacă și numai când hărțile f și sunt deschise Mai precis: maparea f este deschisă în punctul (y , y/) £ C/(oX(i) dacă și numai dacă mapările fj sunt deschise în punctele y}-, j - , Dovada ( ) Să presupunem că maparea / este deschisă în punctul (y , y^ Fie y e B cw Trebuie să arătăm (cf § , XIV ( )) că / (y ) cu jyl (B) Fie Î - AT X Y\- Conform III ( ), Î = SX / - deci, (y , Deoarece maparea / este deschisă în punctul (y , yj, atunci, conform § , XIV ( ) (vezi și § , III ( )), rezultă din aceasta că - \u d Tr ( ) X /; ( / - ^( ) X *) Vezi Ulam și Kuratovsky [ ], p Ch Spații topologice Dar, conform § , III ( ), f (Vo' L) = /o (Vo) X L (Vi) în consecință /o~'(Yo)X/ " (y ) Yi) €/((c)) • Să presupunem că (cf § , XIV, Observația ) mulțimea (r) aparține bazei spațiului X Atunci (r) = G XGlt unde mulțimile Gj sunt deschise în spații Deoarece (vezi § , III ( )) / (Go X Gj) =/ (Go) X A(°i)> atunci avem yy £ /y deoarece mapările /y sunt deschise în punctele Yy, deci rezultă că yy £ Int /y (Oy) Prin urmare (cf III ( )) (Vo Ui) € [Int /o (O ) X [Int A (O J = = Int[f (Go) x L(Gj)] = Int f(Go x oo Astfel, maparea f este deschisă în punctul (y , yj) § Produse directe generalizate I Definiţie Reamintim că, prin definiția produsului П XX unde t > T, avem (cf § , VIII( )) ( ) Π X'/^Δ X'Z, tt unde este la coordonata punctului Să presupunem acum că SCt este un spațiu topologic pentru fiecare t e T În spațiul HX', introducem o topologie (numită t topologie Tikhonov) cu ajutorul următoarei definiții Definiție ) O familie de mulțimi de forma П XX unde X* =G ț * ' pentru un tn dat și pentru o mulțime deschisă dată G în spațiu și ) Vezi Tihonov [ ], p și [ ], p § Produse directe generalizate Cu alte cuvinte, subbaza este formată din mulțimi (r) de formă ( ) (r) O = E(j' G) G unde multimea G este deschisa in spatiu De aici rezultă că baza spațiului P are elementele sale elementele unei multimi de forma Π unde multimile Qt sunt deschise in spatii si numai pentru o multime finita de indici din T sunt diferite de spatiile Et În plus, putem presupune că mulțimea Gt aparține bazei spațiului ^t În cazul în care mulțimea T este formată din două elemente, definiția de mai sus coincide cu definiția dată în § , I În cazul special al discontinuului Cantor '-( , )s" și al spațiului numerelor iraționale, topologia pe care am definit-o coincide cu topologia obișnuită a mulțimilor și considerată ca submulțimi ale spațiului (vezi exemplele și ) , § , IX) Multe dintre teoremele stabilite în § pentru produsul a două spații pot fi ușor extinse la cazul mai general al produsului unei familii arbitrare de spații În special, este adevărat Teorema Mulțimi de forma П unde Ft este închis în pro-t spațiu și Ft=$?t sunt închise pentru toți t, cu excepția unuia Familia tuturor acestor mulțimi este o subbază închisă a spațiului Π t Teorema Dacă pentru fiecare punct tQT spațiul ££t este un ^^-spațiu, atunci Π SCt este un $\-pro-t poziție Dovada Fie [at]/(Z un punct în spațiul Π Punem Ft - Π X* unde - (a/ ) și X* - fEt FOR ^ " ^ Ch Spații topologice Este evident că dacă A c ^ r/o, atunci ( ) P (R) = E(iH") = P^; " și unde X'^ - A și X* = pentru t #= tQ Teorema Proiecțiile sunt mapări deschise ale produsului direct al spațiilor pe axe Într-adevăr, dacă mulţimea A este deschisă în spaţiu, atunci mulţimea pr" ) este deschisă în produsul direct al spaţiilor, în virtutea relaţiilor ( ) şi I ( ) Pe de altă parte, dacă mulțimea (r) este deschisă în spațiul Π^, atunci mulțimea rθ((r)) este și ea deschisă Se poate presupune în mod evident că setul (r) este un element al bazei; setăm (r) = OZ X ••• XO/LHP^( pentru t^th ( = , n) Apoi pr# ((r)) = și pr/((r)) = ^'/ pentru t^=tu În cazul în care ffît=y pentru fiecare t £ T, din teorema rezultă următoarele: Teorema Fie g £( /r)mult, adică g- T-^-y Atunci pentru variabila g funcția ft : ( /r)set-> / definită de egalitate continuu Teorema Fie cp : % -> Π adică Tt- Atunci avem (cp este continuu la c = continuu la c ) t Demonstrația este complet analogă cu demonstrația Teoremei , § , II În a doua parte a demonstrației, presupunem că (r) - P AD, unde mulțimea X* = este deschisă în spațiul R și ț * * io X* = R"( pentru și apoi folosim formula (vezi Sec , VIII ( )) cp" ((r))^(cp'")- (G) Teorema (Asociativitatea înmulțirii directe ) Fie t e T și Y - Π THf Atunci n^^^oX / Și anume, am stabilit pentru J £ П t = și H>( ) = (X( )' P( ))- Atunci ir este homeomorfismul dorit § Produse directe generalizate Dovada Evident, Iyu este o mapare unu-la-unu pe În virtutea teoremelor și , mapările X și I) sunt continue și, prin urmare, (conform teoremei ) maparea w este de asemenea continuă Rămâne să arătăm că harta w duce seturi deschise la seturi deschise Este suficient să luăm în considerare doar mulțimile deschise care aparțin subbazei spațiului Π ■ R'e Deci, să presupunem că t ca multimea este deschisa in spatiul ffît, si punem (r)=-G) Să arătăm că setul "(@) este deschis Dacă / = / , atunci Π > ((r)) = GX /, dar dacă t = tx = atunci iv ((r)) - = ^X Π unde *¥^ g ѵ În consecință, mulțimea Π X* deschis în spațiul /, ^ ¥= t'o prin urmare multimea !r((r)) este deschisa in spatiul X Y • Teorema , § , VI poate fi extinsă la cazul unei mulțimi arbitrare T după cum urmează Teorema Fie t £T şi Atunci t E A (Y = th) * ^* Deci bts top t Dovada Fie /= Π X', iar iv - (T) ■ Atunci mulţimea EA(M) este homeomorfă spaţiului , X Vo, iar aceasta, t to conform § , VI ( ), completează demonstraţia Fie Τ și U mulțimi arbitrare și / : U -^-T o hartă unu-la-unu pe Atunci evident că avem ( > iar homeomorfismul dorit poate fi definit de condiție "Q) = $ +> + +^r+ Este evident că / este o mapare continuă a mulțimii pe intervalul gj Maparea f induce o mapare continuă g a mulțimii gf este continuă, deoarece maparea f : F -> gfn a hărții fl Dar apoi, în virtutea teoremei , maparea g : > gf continuu Corolarul Fie (A^), t^T, o familie de submulțimi ale spațiului Funcția caracteristică a acestuia Mulțimea / : Γ -> ( , )r este continuă dacă și numai dacă fiecare set At este închis și deschis simultan Prin definiție (vezi § , VII ( )), este funcția caracteristică a mulțimii At În consecință, funcția f* este continuă dacă și numai dacă mulțimea At este atât închisă, cât și deschisă (în virtutea Teoremei , § , VI) II Acțiuni asupra produselor directe Formula III ( ) de la § poate fi extinsă la cazul general când Atc G Ft și t > T și anume ( ) GI = GM, tt Dovada Fie A* Deoarece proiecția prz nu este-t discontinuă, avem ^ = pr/ (r) = În consecință, $ £ P A- t Pe de altă parte, fie 'k Atk și b'£At pentru t =/= tk Apoi Ye(r)PPA- t Ch Spații topologice Următoarea formulă este o generalizare a formulei de la § , III ( ): ( ) IpI^PL^sPipI(L), iar dacă = cu excepția unui număr finit de indici t, atunci ( ) Ip PSH (A) M t Mai mult, dacă Int, atunci există un sistem finit indicii tv tn astfel încât At - yt pentru t = tk (k = , , , ri) Pentru a demonstra a doua parte a afirmației de mai sus, punem Interi Δ/j și notăm cu (r) elementul bazei (considerat în partea I) care conține punctul j și conținut în InI^JJ^ În mod evident, putem presupune că mulțimea (r) are forma (r) = Gt X Gt X ■■■ XGtX P GG-f Deoarece j £ (r)сІп (П А()), atunci / Produse directe generalizate dar acest lucru este imposibil, deoarece Q r) H - În consecință, mulțimea V este deschisă, în timp ce mulțimea A este închisă Să considerăm acum harta continuă ft\ ^ > / și setați ( ) \u d E L (Lu \u d / rO Pentru П Tt se consideră punctul f (j) £ ( ^r)mult > definit după cum urmează: ( ) f(ă)= Teorema Pentru fiecare, relația este valabilă ( ) L°rM ) = PL(DD Dovada Fie y - ft° o pr (j) = (Y") = ft ($r) pentru fiecare t £T și j£ - Apoi US/DDZ Pentru fiecare t^T Pe de altă parte, dacă ZSPD'r astfel încât y = ft(tf) pentru fiecare t Prin urmare, y € ft ° pr/ ( )- Teorema Dacă mapările ft sunt unu-la-unu (respectiv, homeomorfe), atunci mapările ft° prz | sunt, de asemenea, unu-la-unu (respectiv, homeomorfe) Dovada Să presupunem că mapările ft sunt unu-la-unu Apoi, conform egalității ( ), [/ Q) = / (Y)] = D [ft {{) = ft (V => L $ = = ( = V) tt Pe de altă parte, maparea / este definită pe mulțimea f( ) și punctul are coordonatele tQT Dacă pre- presupunem că mapările / sunt continue, atunci maparea / este continuă (conform II, ) Teorema Dacă Y este un spațiu Hausdorff, atunci mulțimea este închisă Aceasta rezultă din faptul că maparea /: PD'/ -* ( ^r)mult este continuă t și că = / (^)> unde A este diagonala spațiului ( /r)Mulțimii Deoarece Diagonala A este închisă (prin Teorema ), și mulțimea este închisă Cometariu Ca și în cazul a doi factori, putem considera diagonala spațiului Π la rde Δ/^Δ pentru fiecare t t Topologie, vol I Ch Spații topologice Definiția ( ) rămâne valabilă, iar teorema devine următoarea afirmație: Un P de top Dacă spațiul & este Hausdorff, atunci mulțimea D este închisă t V Invarianți directi de produs Teorema Fie Atc g?t Mulțimea Y \ At este închisă t sau dens în spaţiul P T/ dacă şi numai dacă t fiecare mulţime At este respectiv închisă sau densă în spaţiu Această afirmație rezultă din III ( ) (a se vedea § , II ( )): \tt ) \ttjt (GM/ = Π = (Π At - Π^'/') = A(M/ - \ tt ) \ tt ) t Teorema Dacă pentru o mulțime infinită de valori ale lui t spațiul conține mai mult de un punct, atunci mulțimea П este densă în sine t Dovada Fie (r) un element al bazei care conține un punct dat e GM/ Se poate presupune că mulțimea (r) are / vedere O/ X • • • X Ot X GM/ unde t^tk (A = , n) "/ Fie p un punct astfel încât l/* == pentru A = , , , n și pz=#^ pentru o mulțime infinită de valori ale lui t Apoi p£(r) și p =# Astfel, orice vecinătate a punctului $ conține un punct diferit de J În consecință, j este un punct de acumulare al mulțimii Π^*/-/ Teorema Mulțimea П At este granița atunci / și numai dacă unul dintre factori este o mulțime de limită, sau At=pri't pentru o mulțime infinită de valori ale lui t Mulțimea П At nu este densă nicăieri dacă și numai dacă t când unul dintre factori este o mulțime densă nicăieri, sau Arf pentru un set infinit de valori ale lui t § Produse directe generalizate Dovada rezultă direct din III ( ) Teorema ' Dacă una dintre mulțimile At este o mulțime din prima categorie, atunci u este o mulțime din prima categorie, t Dovada Să presupunem că setul / / este din prima categorie Apoi, conform Corolarul a, § , VII, Ata X Π SEt este o mulțime de prima categorie în spațiul Π Aceasta completează demonstrația, deoarece t\t) Teorema Următoarele proprietăți ale spațiului sunt invariante sub un produs direct arbitrar: proprietate Hausdorff, regularitate, regularitate completă Demonstrația este în esență aceeași ca și în cazul a doi factori (Teorema , § , VII) Corolarul a Fie a un număr ordinal arbitrar Apoi, setul, precum și oricare dintre subseturile sale, sunt complet regulate Aceasta rezultă din faptul că intervalul $ este complet regulat, iar proprietatea de a fi un spațiu complet regulat este ereditară Este adevărat și invers Teorema Fie X' un ^-spaţiu complet regulat Apoi pentru un a suficient de mare top Mai precis: Ka este cardinalitatea multimii si ( ) Tc(^φ) C top Dovada La fiecare punct asociem functia j(x) (cu variabila f definita de conditie ( ) /(x) = /(x) Atunci j(x) C(c ' RT - Punem (r) = E(i/=/= ), unde )Set- Mai mult, (x )E(r), deoarece j/(x ) = / (x ) = # , datorita egalitatilor ( ) si ( ) În final, pentru a demonstra relația ( ) punem } £ (r) ГІ (j? -Atunci i/ , și există un punct x astfel încât ) = ^(x) În consecință, /#= ^(x), de unde, în virtutea ( ), i/= f(x) și deci /(x) =# În consecință, în virtutea ( ), x £ Deoarece x > și I) = j(x), avem V ∈ J(O) Remarci Astfel, din punct de vedere topologic, un ^-spațiu complet regulat nu este altceva decât o submulțime a cubului generalizat '*'' După cum vom vedea mai târziu, submulțimile unui cub sunt echivalente din punct de vedere topologic cu spațiile metrice separabile În al doilea volum (Capitolul ) vom vedea, de asemenea, că submulțimile închise ale unui spațiu sunt echivalente topologic cu spațiile Hausdorff compacte Submulțimile închise ale unui spațiu sunt echivalente din punct de vedere topologic cu Q-spații ale lui Hewitt') Teorema * ) Dacă spațiile R'n sunt separabile, n= , , , atunci și produsul numărabil ••• sepa servil În special, și sunt spații separabile Dovada Fie Rn o mulțime densă numărabilă peste tot în spațiul Rn, și fie rn un punct fix al mulțimii Rn Notăm cu mulțimea tuturor punctelor r = (r , r , astfel încât: ° g"EDD pentru fiecare n, ° pentru m suficient de mare (în funcție de r) avem egalitățile rm - r rm+l - r I - gm, - ' ii + > • • • • ') Vezi Hewitt [ ]; Katetov [ ]; Sirota [ ], Gilman și Jerison [ ] Vezi și Mruvka [ ] și Engelking și Mruvka [ ], unde este subliniată analogia cu spațiile compacte ) Această teoremă rămâne valabilă pentru produsul direct al unui continuum de spații separabile, vezi Pondicherry [ ], p , Hewitt [ ], Marchevsky [ ] § Produse directe generalizate Este evident că mulțimea este numărabilă și are puncte comune cu fiecare mulțime de forma Gj X • • • XX Jt+i X fiw X • • •, unde G(- este o mulțime deschisă nevidă în spațiu Prin urmare, П (r) ¥= Pentru fiecare set deschis (r)(=£ ) Aceasta completează dovada Cometariu Dacă ,' En = N (sau Π, adică (vezi § , VII ( )) tt DESPRE- t Dacă maparea f este deschisă într-un punct % £ f ('Π, atunci maparea f este deschisă într-un punct pentru fiecare t £ T În schimb, dacă pentru fiecare t maparea ft este deschisă la p* și pentru fiecare t, cu excepția unui număr finit, ft este o mapare pe, atunci maparea f este deschisă la p Dovada este similară cu cea din Teorema , § , VII, cu excepția faptului că în prima parte, în loc de formula de la § , III ( ), ar trebui să se folosească formula de la § , VIII ( ) În a doua parte, se presupune că mulțimea (r) (aparținând bazei spațiului |"| t are forma (r) ~Ot, X • • • X Ot"x PCB unde t' pentru fe = l p, și III ( ) și § , VIII ( ) ar trebui utilizate în locul III ( ) și § , III ( ) Ch Spații topologice VI Limitele spectrelor inverse Se consideră spectrul invers (T, %)/, unde (vezi § , XIII) T este o mulțime direcționată, este un spațiu topologic definit pentru fiecare t ST și ft este o mapare continuă definită pentru perechile t , tlt astfel încât /W : Ca în § (XIII ( ) și ( )), fermentația f are proprietatea tranzitivității (pentru orice elemente T, este Hausdorff (respectiv, complet regulat), atunci spațiul este și Hausdorff (respectiv, complet regulat) Mai mult, mulțimea este închisă în spațiul Π^-t Dovada În virtutea teoremei , partea V, spațiul P TE, t este Hausdorff (respectiv, complet regulat) În consecință, spațiul este și Hausdorff (complet obișnuit) Pentru a demonstra că mulțimea este închisă, se stabilește Trebuie să definim un set deschis(r) astfel încât ( ) H(r) și (r)P^w = De atunci, în virtutea formulei ( ), există o pereche t k Sa punem G continuă și fermentaţia hw: Ao^ /co satisface condiţia comutativităţii (§ , XIII) Apoi maparea este continuă Aceasta rezultă imediat din formulă (a se vedea § , XIII ( )) întrucât proiecția și maparea ht sunt continue Corolarul a Sub ipotezele teoremei , presupunem că ht este un homeomorfism pe Atunci este un homeomorfism al spațiului DE^ pe spațiu Ch Spații topologice Această propoziție decurge din teorema și din observația ( ) făcută în § , XIII, care afirmă că dacă fiecare ht este o mapare unu-la-unu pe, atunci hu este de asemenea o mapare unu-la-unu pe § Spaţiul Ж Topologie exponențială I Definiţie Fie un spațiu topologic; notăm cu x mulțimea tuturor submulților închise ale spațiului YA ( ) (F ''-)^(F = F) Fie acum A c Prin definiție, A este mulțimea tuturor submulților închise ale mulțimii A Astfel, pentru o mulțime F £ x avem ( ) (F £ A) = (Fa A), adică A = E(AcA) F În consecință, pentru seturile F £ X ( ) E (? PA = ) = x - X~A F Topologia într-o mulțime x (numită topologie exponențială) este cea mai slabă topologie în care mulțimile A sunt deschise (în x) pentru A deschis și închise (în x) pentru A închis Cu alte cuvinte, presupunem că familia tuturor mulțimilor ° și a tuturor mulțimilor x - X~°, unde G este deschis în spațiu, este o subbază deschisă a mulțimii x Să introducem următoarea notație: fie Ao, Ax, An o colecție finită de mulțimi arbitrare (n ); sa punem ( ) B(Ao, Aj An) = A" P ( * *-n)n P ( * - x~An\ adică ( ') F£B(Aq, Ax An)=(Fc:Ao)(FnA ^ ) (FnA,J=# ) Astfel, mulțimile B(G , Gx, Ore), unde O Gn sunt deschise, formează o bază deschisă a spațiului x Putem, desigur, să presupunem că AzczA pentru i= , n, deoarece B(A , Ax An)=-B(A , Ar P Ao An P Ao ) Mulțimea x cu topologia definită în acest fel este un spațiu topologic ]) Setul gol este un element izolat al acestui spațiu ') Vezi Michael [ ] Vietoris [ ], Choquet [ ], Frink [ ] § Spațiu x P Proprietăţi de bază Următoarele formule sunt valabile într-un spațiu ^ arbitrar ( ) A"P= A"P A| și, în general, '* = f"| At, t ( ) (AcB)-( - c s), de unde (D = B) = ( A = d), ( ) n = L, ( ) Int ( L) = ІП'(L) Formulele ( ) și ( ) sunt evidente Mai mult, din ( ) rezultă că ls l și Іp '(L, s l, de unde nc l şi Int (A) cz Int ( A), deoarece mulţimea A este închisă, în timp ce mulţimea II*(A) este deschisă (în x) Rămâne să arătăm asta ( ') ls L, ( ') In ( n)s Int (L) Dovada formulei ( ) Fie /? , adică Pw % - F - A Apoi Po P X - A = Fie B{O Gn) -* un element de bază arbitrar care conține Fo Apoi f czG și Po ; ¥= Deoarece F Π - M ¥= , există ρ £ Oa - A Punem F = F {)(p) Apoi RFA Mai mult, FcG și F ∩ O = £ pentru i = n, adică F e B(G , ,Op) Astfel, fiecare cartier Proprietatea mulțimii Fo (în X) conține un F astfel încât F ↦ A, adică F e X - A Din aceasta rezultă că P £ x - A, adică A e In ( n) Formulele ( ) şi ( ) sunt cazuri speciale ale următoarei formule ) (care vor fi utilizate ulterior): dacă A/CA dll i = n, atunci ( ) B(A , Dm Dl) = B(Do, D Dn) Dovada Conform ( ) și ( )-( ), avem B(D , Dr , Dn)s = lo P G - a li P • ■ ■ P * - x ~ An s cu n°p ( G - a lі)p P ( * - zh ~ l ") \u d B (Do, Ă Dya) ') Vezi Michael [ ], p Ch Spații topologice Să demonstrăm includerea inversă; lăsa ( ) Ă ") și F£G, unde G este deschis Să arătăm asta ( ) OPV(A) A, An)^ Fără pierderea generalității, putem presupune că G aparține bazei spațiului Ж, adică că G - B(G , Oj Gm), unde Qj sunt deschise (pentru y' > ) și, în plus, Gjc: G Atunci, conform ( ) și I ( '), avem FcAQ, F P A, =/= pentru j ( ) Fc G , F[\Qj =Q pentru y> Prin urmare, O P ¥= Oj P Ao, de unde Qo P A = f Oj P Ao Fie pi e Gg(\Ai și Y o mapare continuă - pe Fie D familia tuturor mulțimilor f(y) (adică D determină partiția spațiului $ indusă de maparea /) - și f este o mapare inversă mapării / (adică /(t>) = /(t>) pentru D > D, vezi § , ( )) Atunci, în cazul în care D are topologia exponențială și y este un ^-spațiu, maparea f : D -> y este continuă Dovada Lasă setul Gczg/ să fie deschis Pa Presupunem că mulțimea /(G) este deschisă în D, adică că este intersecția mulțimii D cu o submulțime deschisă a mulțimii x Avem (§ , III ( )) (G) = Z)nE[Fc/- (G)], unde F £ * F Deoarece maparea f este continuă, mulțimea / (G) este deschisă; prin urmare, mulțimea Ep c/' (O)] este de asemenea deschisă Ch Spații topologice II Mapări continue cu mai multe valori Fie și y două spații topologice și fie Ft: y > x Există următoarele formule, a căror demonstrație este complet analogă cu demonstrarea formulelor corespunzătoare din teoria mulțimilor (vezi § , V): (i) (Fo cz LOgfKChg ) (y ( n) = P/ G ( L) și anume (O ^(yG l¥= ] la este închis (respectiv, deschis) în spațiul y Mai precis, maparea F este continuă în punctul y dacă și numai dacă două implicații sunt valabile simultan: ( ) [yo F-,( °)] => [yo Int(F- ( ))] pentru orice mulţime G deschisă în spaţiul ffî, şi ( ) pentru orice mulţime K închisă în spaţiu Dovada În virtutea § , III ( ), dacă harta F este continuă în punctul y , atunci sunt valabile următoarele implicații: ( ) boCF- (G)J=^>[y IntF I(G)]- § Spațiu x dacă setul G este deschis în spațiul (r) și ( ) [Yo Z " C/ )] = ^>bo C/ ' (/ = ■)]• dacă mulţimea F este închisă în spaţiul x Înlocuind G cu ° când Q este deschis și înlocuind F cu K când K este închis, obținem formulele ( ) și ( ) În schimb, dacă implicația ( ) este adevărată, atunci maparea F este continuă în punctul y (prin § , III ( )) Mai mult, domeniul mulțimii G poate fi limitat la o subbază a spațiului x (vezi § , III), astfel încât putem presupune că fie G = A, fie G - x - X~A, unde mulțimea A este deschis În primul caz, formula ( ) urmează direct din formula ( ) În al doilea caz, poate fi ușor derivat din formula ( ) Corolarul Ia Fie D(F) mulțimea punctelor de discontinuitate ale lui F (vezi § , III ( )) Apoi ( ) D (L) \u d U {P ~ '( °) - Int [L " ( °)]) U DESPRE UUl^W-^ I( }-k unde trece prin toate submulțimile deschise ale spațiului ££, iar K trece prin toate submulțimile sale închise Teorema Fie f : PT -> Y o mapare continuă Maparea inversă f~x : V -> x este continuă dacă și numai dacă maparea f este atât închisă, cât și deschisă În special (cf corolarul a), {/ ' Y -> X continuu} = (f este deschis și închis} Dacă maparea f : HT-^-Y este închisă, atunci maparea /' : x -> ^ este continuă Dovada Prima parte a teoremei decurge direct din Teorema ( ), Teorema , II și din § , III ( da) (cf și § , ( )) Să presupunem acum că maparea / este închisă Fie B-B cz y Să arătăm că mulţimea E[/' (A)c= ?] este închisă, iar mulţimea A E I/ (A) P B - ] este deschis pentru orice A £ x Conform § , ( ') Ch Spații topologice și ( "), avem E[/I)sV] = E [L s/- ( )], A A E[/ (L)n = o] = eIp/" (B) = o]) A A și deoarece y" ( ) £ x, atunci, în conformitate cu definiția topologiei în spațiul x, mulțimea E [Acy (#)] este închisă, iar mulțimea A mulţimea E [l n/- X este continuă (în ipoteza că % este un ^-spațiu) Teorema rezultă din egalitate E [F (y) C L] = E [/ (y) € L] = y- (D) y y Consecință Pentru Fie F (x) - (x) Atunci maparea F' ^-> X este un homeomorfism care mapează spațiul UE pe mulțimea S a tuturor mulțimilor de un element (sub ipoteza că SF este un ^-spațiu) Aplicarea F este continuă, în virtutea teoremei Aplicarea inversă (x) -> x este de asemenea continuă, deoarece familia tuturor mulțimilor (x) astfel încât x £ G (adică astfel încât (x) c O ), deschis în mulțimea S dacă mulțimea O este deschisă în spațiu Teorema Unirea a două funcții continue F = F[}\dFx este continuă Această propoziție decurge direct din teorema și din formula (ii) Observaţia Mai precis: unirea a două funcţii continue în punctul Y este continuă în punctul y Aceasta rezultă dintr-o propoziție similară pentru funcțiile semicontinue (stabilită în § ) Corolarul a Unirea K[)L, considerată ca o mapare din spațiul x X la spațiul x, este continuă Teorema Fie mulţimea Ε deschisă în spaţiul și concluzia cerută rezultă din Teorema , punctul II, deoarece mulțimea A U(-t) este deschisă dacă A este deschisă și este închis dacă A este închis Corolarul a Lasă H? = AO(JA , unde LoG]A = și seturile Lo și A} sunt închise Atunci ^ o și - "Lo x L Dovada Setăm F(K, L) = KGL, unde K £ A° și A £ A Maparea Ρ este homeomorfismul dorit, deoarece este continuă, conform teoremei , unu-la-unu (deoarece X ∩ Ar = ), este evident o mapare pe, iar, în final, maparea sa inversă este continuă; de fapt, mapările X n Aj sunt continue (pentru A' £ n°il'), în virtutea teoremei Observația Presupunerea că mulțimea Ε din teorema este deschisă este esențială Acest lucru poate fi văzut din următorul exemplu: fie ^ = , iar E o mulțime de un element Vezi și § , V IV Cazul când spațiul PT este regulat Teorema Fie "PT un ^-spațiu regulat", apoi mulțimile E(KaL) și E(x £ K) sunt închise în responsabil în NT X " Dovada Fie K ↦ L Deoarece spațiul HT este regulat, există o mulțime deschisă G astfel încât și LaHT-Q Prin urmare, {K f L) \u d V (K P O F ) {La NT - G) (G - deschis) a şi, în consecinţă (cf § , VI ( )), E(K£^) = u [E(KP ( ) AocYao, A>P ^#= și n Apoi, conform celor trei incluziuni din ( ) și ( ), avem fie F(]Do > O, fie FcDi pentru unele I n Aceasta înseamnă că F £ V Astfel, condițiile ( ) sunt îndeplinite Teorema Fie λ un ^-spațiu și spațiul x regulat, atunci FF este normal Dovada Să presupunem că A oPe-o = Să arătăm că există o mulțime deschisă G astfel încât (ii) Kq^-G și OPA) = , adică Qcz H, unde H = FF - Lo Din Kos H, avem A' ^ // Setul H este deschis în spațiul (regulat) x, deci există seturi deschise Go, , Gn, astfel încât ( ) KoeB(Go Gn\ B(G Gn)c " și GzczG Prin urmare, în virtutea lui I ( ') și II ( ), obținem KocGo și B(G Gn)c " Deoarece O#=GzczGo, avem Gof|Gz = Gz#=O și, în consecință, G e B(G , Op) Conform ( ), e n, adică Goc H Astfel, în ( ) se poate înlocui G cu Go Consecinţă Fie FF un ^-spațiu Următoarele condiții sunt echivalente: * Ch Spații topologice (i) spațiul D este normal, (ii) setul E (KP - ) este deschis, k, L (iii) spațiul este de x regulat Cometariu Pentru un spațiu x regularitatea este echivalentă cu regularitatea completă ' ') VI Conectarea spațiului x cu structuri și algebre Brauer Este ușor de observat că multe dintre teoremele acestei secțiuni (și § ) pot fi extinse la structurile distributive și algebrele Brauer Reamintim că o structură distributivă Γ = (A, J P, , ) se numește algebră Brauer (vezi McKinsey și Tarski [ ]) dacă o operație a - b este dată în Γ astfel încât {a - bc c) = (ac:(b\} c)) Fie M' un spațiu topologic, atunci un x este o algebră Brauer, iar operațiile ) și Π au sensul obișnuit, iar operația " " înseamnă A-B O structură Γ se numește ) o structură Walman, o structură, respectiv structural regulată, respectiv structural normală, dacă sunt îndeplinite următoarele condiții: (af b)=$ \/(a P c#= ) (b P c = ), CU respectiv (a f b) V (c și d \u d ) ("f C) (bnd \u d ), c, d respectiv (a P b - ) V (c U d = ) (a P c = = b P d) c, d Evident, dacă Δ este un ^-spațiu, atunci x este o structură Walman Un spațiu D este regulat dacă și numai dacă x este structural regulat (A este un ^-spațiu) Spațiul D este normal dacă și numai dacă x este normal din punct de vedere structural Se poate introduce o topologie în mulțimea L Să considerăm idealurile I(a) = ^(xc: a) și J(a) = E (x n a = ) Considerăm că familia tuturor mulțimilor de forma /(a) și L - J(a) este o subbază închisă a spațiului L Această topologie este în concordanță cu topologia exponențială când L = x ') Pentru teoremele și și observații, vezi lucrarea lui Michael menționată mai sus ) Vezi Kuratowski [ ], Walman [ ], Nöbeling [ ] ) Vezi op sclav Kuratowski și Frink [ ], Rennie [ ] § Funcții semicontinue Să prezentăm următoarele teoreme (care sunt generalizări ale teoremelor corespunzătoare pentru spațiul Ж)]) Fie Γ o structură Walman Apoi Filtrul E(flczx) este închis Prin urmare, L este un (/j-spațiu (Γ este structural regulat} es f E (xcy) este închis în £XI| I A', Y J {Γ este normal din punct de vedere structural} = E (x n y= ) este deschis în L\L) eu g, y] Dacă Γ este o algebră Brouwer, atunci [Γ este structural regulat] = I E (x - y = ) este închis! IX, la I § Funcţii semicontinue I Definiţii Ca și în § , III, fie SP și y două spații topologice și F fie o funcție (cu valori multime) care atribuie fiecărui punct y(~Y o mulțime A(y) > x Se spune că o funcție F este semicontinuă superioară (respectiv, inferioară) dacă, pentru fiecare mulțime deschisă (respectiv, închisă) A C VS, mulțimea ( ) /•■~ ( n) = eUy) n]==E[^(y)cL] y y deschis (respectiv închis) în spațiul y În mod echivalent, o funcție F este superioară (respectiv, inferioară) semicontinuă dacă pentru fiecare set închis (respectiv, deschis) A C SC mulțimea ( ) g/-/-' ,( î?^)-E[F(y)n A XO] la este închis (respectiv, deschis) în spațiul y Mai precis, funcția F este semicontinuă superioară în punctul y dacă ( ) ho Z ' ( °)] => [Yo € Int (А " ( °))] ori de câte ori setul G este deschis ') Vezi Kuratovsky [ ], [ ], p Ch Spații topologice Funcția F este semicontinuă inferioară în punctul y dacă - ( ) b cr- ( ] => b / ( ' Y o mapare continuă pe Maparea φ: Y -> x este superioară (respectiv, inferioară) semicontinuă dacă și numai dacă maparea f este închisă (respectiv, deschisă) ) Ca și Teorema , § , III, această teoremă decurge direct din formula ( ) și formula ( ), § , II Teorema Dacă mulțimea F(y) se reduce la un singur punct (notat cu f(y)) și maparea F este semicontinuă superioară sau inferioară, atunci maparea f este continuă Teorema rezultă direct din relație E [A (y) C l] = E [/ (Y) € L] = T (A) U U ') Pentru o afirmație mai puternică, vezi § , Teorema § Funcţii semicontinue II Exemple Conectare cu funcții reale semicontinue Remarci Exemplul Fie Conform definiției clasice'), o mapare f se spune a fi semi-continuă superioară, respectiv inferioară, într-un punct y > dacă rezultă din faptul că lim yn = y că lim f (yn) co P-> x> respectiv f(y) X lim f(y") Cu alte cuvinte: dacă din condițiile lim yn = Yo și Hm f (yn) = xa rezultă că unde y e g nu este semicontinuă superioară Într-adevăr, dacă notăm cu A hiperbola y = l/x, atunci mulțimea considerată în I ( ) nu va fi închisă Cometariu În spațiul x se poate introduce o topologie numită topologie z* ) astfel încât o mapare semicontinuă superioară devine continuă Această topologie z a spațiului x este determinată de condiția ca mulțimile ° (unde este deschis) să formeze o bază deschisă Este evident că maparea F:;>y->' X este semicontinuă superioară în punctul y față de topologia exponențială dacă și numai dacă este continuă în punctul y față de topologia z a spațiului x În mod similar, numim "D-topologia" spațiului x o astfel de topologie care se obține dacă presupunem că mulțimile K (K este o mulțime închisă) formează o subbază închisă Apoi mapările care sunt mai mici semicontinue vor fi continue în raport cu topologia X Trebuie remarcat că u-topologia (și Z-topologia) nu este o ^-topologie (cu excepția cazului trivial ^ = ) ■) Vezi Baer [ ], p Pentru o abordare mai generală, când se presupune că spațiile Xi?/ sunt metrice, vezi Hahn [ ], p ; cazul în care se presupune că F(y) este o submulțime închisă a unui spațiu metric compact, vezi Kuratovsky [ ] și Vol II, Cap Metoda constă în folosirea limitelor topologice superioare şi inferioare ale mulţimilor (vezi § ) Vezi și Buligan [ ], p Această metodă poate fi generalizată folosind convergența Moore-Smith; vezi lucrările citate în § , IX și Strather [ ] Unii autori presupun că mulțimile A(y) sunt compacte, vezi Berge [ , pp HO și [ ] ) Vezi lucrarea mult mai veche a lui Ponomarev [ ] și Tikhonov [ ] pentru o definiție a acestui spațiu Vezi și Alexandrov [ ] Topologia x (și topologia B considerată mai jos) au fost studiate de Michael sub denumirea de topologie semifinită superioară (respectiv, inferioară); vezi Michael [ ], p Ch Spații topologice III Proprietăți de bază Teorema Fie un spațiu regulat, iar funcția F să fie semicontinuă superioară, atunci mulțimea E [x(z F (y)] este închisă în spațiul ES Kh U X y Dovada Deoarece spațiul # este obișnuit, avem ( ) [x£F(y)]= V {xțdJ}(F(yyz V), £ buc = unde U și V sunt deschise Prin urmare, ( ) E [x^F(y)] = U X y Deoarece F este semicontinuă superioară, mulțimea H( v) este deschisă în /, deci X Y Cometariu Fără presupunerea că spațiul X este regulat, această teoremă eșuează Într-adevăr, dacă Y ~ x și F este harta identității, atunci mulțimea luată în considerare coincide cu mulțimea E(*e care este închisă doar dacă X x, K în mod regulat (vezi § , IV, Teorema ) Teorema (Condiția Heine generalizată ) Funcția F este semicontinuă inferioară în punctul y dacă și numai dacă ( ) (yo e B)=}(B(Yo) cz SF (B) ) pentru fiecare B a y Dovada Să presupunem că funcția F este semicontinuă inferioară în punctul y Fie y e B; punem K -> F(B) Apoi Вс Г*І( А'), deoarece (Y B) => (B (y) cz SB (B) cK) \u d} (p (y) ^^ (yțF- ( *)) Prin urmare, y £ F ( K) și, în virtutea lui ( ), y £ F, dar aceasta înseamnă că B(y ) £ k, adică F (y ) K = ȘF (B) În schimb, fie K = K și y £ B- ( K) Punem B = F~ ( K') Atunci F (B) cz /f, de unde SB (B) cz S ( K) - K Prin urmare, SF (B) cz K = K În plus, presupunând că condiția ( ) este îndeplinită, avem F (yo ) cz SB(B) cz K, de unde B(y )^ X și y £ B- ( ^ Astfel funcția F este semicontinuă inferioară în punctul yQ § Funcţii semicontinue Corolarul a O funcție F este semicontinuă inferioară dacă și numai dacă ( ) Sf (&) cu (^) pentru fiecare set Vesu Teorema (Condiția Cauchy generalizată ) Funcția F este semicontinuă superioară în punctul y dacă și numai dacă pentru fiecare mulțime deschisă G care conține F(y ) există o mulțime deschisă H care conține punctul yQ astfel încât SF(H) B/ o mapare continuă și fie y un spațiu Maparea semicontinuă discontinuu de jos (respectiv de sus) în punctul y dacă și numai ■) Vezi Gurevici [ ] Ch Spații topologice când maparea f este deschisă (respectiv, închisă) în punctul y - Dovada Punem F(y) - f(y) În virtutea § , III ( ), §A(B) = / (B) pentru orice mulţime Vy Să luăm mai întâi în considerare cazul semicontinuu inferior Înlocuind în formula ( ) a teoremei B(y) cu / (y) și SC(B) cu f~r(B), obținem formula ( ) din § , XIV, care este un necesar și suficient condiția ca maparea f să fie deschisă în punctul y În cazul semicontinuității superioare, obținem în mod similar din Teorema condiția necesară și suficientă pentru ca maparea f să fie închisă în punctul y , care este formulată în Teorema din §§ , XIV Teorema a (O generalizare a teoremei ) Fie f\YY->Y o mapare continuă și fie f~l restrânsă la submulțimi închise ale spațiului y, adică / I : ?/ > a' Atunci f~x este semicontinuu inferior (respectiv, superior) într-o mulţime închisă Bo dacă şi numai dacă f este deschis (respectiv, închis) în Bo') Dovada Punem F = f~\ K - Kc ^ şi - - TB - K Observăm că formula § , III ( ot) rămâne valabilă dacă notăm cu A mulţimea E(A'c/ ) , adică La ( ) D" ( ' ) = / /(w l> Conform I ( ), ( ), § , II ( ) și § , XIV ( ), avem (/ este semicontinuu mai mic în B)^r = {[v c v ( k)] => [d p~ ( *)]} = {[B £ ^^] [B ^ ( >]} = £ ^' [B C Y / ( )]} == = {[VLIp (/(O)) = ]^[VP/(O)== ])== = (/ deschis în B) *) Această teoremă răspunde la întrebarea pusă de M Brown § Funcţii semicontinue În mod similar, conform I ( ), ( ), § , II ( ) și § , XIV ( ), avem (/~* sus semicontinuu în fi) = € fi- ( °)] => [fi e Int (fi- ( °) )]} = {[fi e y-z ] [fi e int ( 'yz w)][ ={[fi e v~f^\ =$ [fi e lnt >]} = {[ P/(U = ]=φ[ nZ) = ]}^ = (/ este închis în fi) Teorema Fie ZU un spațiu dacă-npocm și mulțimea F(y) pentru fiecare punct y Tyu o mulțime singleton- F (y) = [f (y)}, unde Atunci semicontinuitatea funcției F în punctul y (fie deasupra, fie dedesubt) implică continuitatea acestei funcții în punctul y Într-adevăr, în acest caz &F (B) = {/(fi)}, iar condițiile enunțate în teoremele și se transformă în condițiile uzuale de continuitate Cauchy și Heine Este ușor de demonstrat următoarea teoremă Teorema Fie f : % -> Y și F : y -> X Fie / {z ) = y Dacă maparea f este continuă în punctul z , iar maparea F este superioară (respectiv, inferioară) semicontinuă în punctul y , atunci compoziția H = F°f este superioară (respectiv, inferioară) semicontinuă în punctul z Această teoremă poate fi dedusă și direct din observația făcută în secțiunea II și anume din faptul că o hartă semicontinuă superioară (inferioară) este continuă față de topologia u (topologia Z) IV Unirea cartografiilor semicontinue Teorema Unirea a două funcții care sunt semicontinue superioare la y este semicontinuă superioară la y Dovada Fie fiy- : A un semi- de mapare continuă de sus în punctul y pentru / = , Fie fi = fi U fir Fie mulțimea deschisă în spațiul ZU și yg ^ fi' ( °) Trebuie să arătăm (vezi I ( )) că y £ Int[fi- ( °)] În virtutea formulei de la § , III (ii), avem ( ) fi " ( °) \u d fi -' ( °) P fif ( °), deci yg^fi/ ^ ) Deoarece funcțiile F sunt semicontinue superioare în punctul y , atunci y £ Int [fi? ( °)] Prin urmare (conform § , Ch Spații topologice P ( ) și ( )) Y o e Int [/v ( °)] n Int [Ff ( °)] = = Int |F -' ( °) P Ff ( °)] = Int [F- ( °)] Teorema Unirea a două funcții care sunt semicontinue inferioare la y este semicontinuă inferioară la y Mai general, dacă fiecare funcție Ft, t > T (mulțimea T este arbitrară), este semicontinuă inferioară în punctul y , atunci funcția F=\JFt este, de asemenea, semicontinuă inferioară în punctul y t Dovada Fie K = K și ( K) Să arătăm (vezi I ( )) că y £ F~I( K) În virtutea formulei de la § , III (iii), avem ( ) F-^^ftFT'^y t De aceea F I( ^ = F^W tt Prin urmare, pentru fiecare t^T avem y ^Ff ( /r) Deoarece funcţia Ft este semicontinuă inferioară în punctul y , rezultă din I ( ) că y £ F^ ( K) Astfel y £ Ff ( K) - ~ F~x ( K\ Observația A doua parte a teoremei nu este adevărată pentru funcțiile care sunt semicontinue superioare, de exemplu, dacă Fn(y) - (yn), Observația Teoremele și conduc la următoarea generalizare a Teoremei din § , III: unirea a două funcții continue în punctul y este o funcție continuă în punctul y V Intersecţia cartografiilor semicontinue Cometariu În legătură cu formula § , V ( ), observăm că funcția F = Fon Ft satisface formula ( ) [F - ( °)uFr ( G)]c:F- ( o), unde semnul c nu poate fi înlocuit cu semnul = Cu toate acestea, următoarele sunt adevărate Lema Fie spațiul % normal, Fj- y~> x, j = , F = F HFj și mulțimea să fie deschisă în spațiu FF- Atunci ( ) D-'( )= U Fo' ( ^") A F^( U'\ ut, și unde seturile Uo și Ux sunt deschise și Uoț\Ux - G § Funcţii semicontinue Dovada ) Fie y £ F ( °), adică Atunci mulțimile [F (y) - ] și [Fj (y) - G] sunt închise și nu se intersectează Deoarece spațiul DW este normal, există seturi deschise Vo și astfel încât F (y) - GcV , Fj(y) - GcV și Vo P = Setăm U j = V j\}G Apoi mulțimile Uj sunt deschise, UQ П U = G și așa mai departe y £ F/ ( ^) Astfel, punctul y aparține laturii drepte a egalității ( ) ) În schimb, să presupunem că punctul y aparține laturii drepte a egalității ( ) Atunci Fj(y)aiUj, și deci F(y) X semicontinuă superioară în punctul y , iar CoaDT să fie o mulțime închisă fixă Atunci maparea L = K$(\F este semicontinuă superioară în punctul y (oricare ar fi spațiul topologic ffi) Dovada Fie mulțimea G deschisă în spațiu și L(y )aG Atunci F(y )c:[G (J(£F - Ko)]- Deoarece F este semicontinuă superioară la y , există o mulțime deschisă Hay care conține y astfel încât K(y)c = [GU ( -Ko) )] pentru fiecare punct y e H De aici rezultă că harta L este semicontinuă superioară în punctul y TEOREMA Fie maparea F : y -> X semicontinuă de jos în punctul y , și fie K(ia A o mulțime clopen fixă Atunci maparea este semi-continuă continuă de jos în punctul y Dovada Fie Bau și y e B Trebuie să arătăm (cf Teorema , punctul III) că Z (y ) C SZ (B), adică că Deoarece maparea F este semicontinuă inferioară în punctul y , avem F (y > cSK (B) În consecință, (Ko A K (Vo) cu [Ko L SF (B) \ cKoAS / (B), întrucât setul Ko este deschis Observație ) Pentru un spațiu compact (bicompact) % Teorema poate fi extinsă până la intersecția Q Ft, unde un set arbitrar de indici Presupunerea că spațiul DW este compact este esențială; următoarea afirmație este adevărată, care este similară cu Corolarul Pentru ca ^-spațiul topologic DG să fie compact, este necesar și suficient ca pentru fiecare mulțime T intersecția Q Kt să fie semicontinuă superioară tțT prin afișarea produsului P unde DD - DD în spațiul tQT proprietatea ■) Vezi Engelking [ ] § Funcţii semicontinue VI Diferența de mapări semicontinue Lema Fie % un spațiu regulat, Ff y -> X, F - Fq - Fx, și fie Κ închis în spațiul ( ) F- ( ^ = n{ /-[^ ( °)- O unde multimea G este deschisa si KcG Aceasta este echivalentă cu afirmația: ( ) /-F- ( /f) = Ukr ( )-Fo- ( °)] G Dovada ) Fie y(r Y - F~l ( K), adică F (y) - P (y) φK Deoarece mulțimea K este închisă, rezultă că F (y) - Fr(y) φ K Prin urmare, există un punct x e FQ(y) astfel încât x [K UF\(y)] Deoarece spațiul RP este regulat, există o mulțime deschisă G astfel încât [KU ' (y)]c : și x(£ , deci F (y) - G = f= Prin urmare, ( ) Kc=o și ) În schimb, dacă relația ( ) este adevărată, atunci ^! (y) k Prin urmare, pentru fiecare GzoK pe care îl avem Yo £ Int/T ( °) și yoG/ o" ( '), de unde, din cauza semicontinuității, yo$ Y'( ) și yo ^o ( °), Ch t Spații topologice adică Gz>K În conformitate cu formula ( ), aceasta completează demonstrația Consecinţă Dacă GE este un ^-spațiu, atunci harta K - L a spațiului x X x în spațiul x este semicontinuă mai mică dacă și numai dacă GE este regulată Suficiența condiției de regularitate rezultă din teorema anterioară Necesitatea ei rezultă din Corolar, § , IV Și anume, dacă spațiul GE este neregulat, atunci setul E ) = E (K - L = ) K, L K, L deschis În consecință, maparea K-L nu este semicontinuă inferioară Observație Maparea K - L poate să nu fie continuă (chiar și în cazul K = GE) - De exemplu, dacă GE este intervalul închis [ , ] și Ln este intervalul [ /n, ], atunci GE - Ln este intervalul [ , /n] și Lim bn = GE (cf § , VI ), deci mulţimea GE - LimZ , este goală, în timp ce mulţimea LimJT - Ln este nevidă (este formată din punctul ) § Spațiu despărțitor Topologie factorială I Definiţie Fie D o familie de submulțimi închise, nevide și care nu se intersectează, ale spațiului GE a căror unire este întregul spațiu GE ( ) Dc x și GE = §(P) Familia D se numește o partiție a spațiului GE Topologia din D este definită după cum urmează: ( ) setul AccD este deschis (în D) dacă și numai dacă setul S(A) este deschis (în GE)- Echivalent: ( ) mulţimea Tc D este închisă dacă şi numai dacă mulţimea S( ) este închisă Astfel, dacă GE este un spațiu topologic, atunci D este și un spațiu topologic ((f spațiu) Se consideră relația de echivalență p indusă de partiția lui D, adică, xpy=s(x și y aparțin aceluiași element al lui D) § Spațiu despărțitor Topologia factorială Apoi D~ £lp Având în vedere această relație, topologia din D definită mai sus se numește topologia factart ) II Proiecții Conexiune cu mapări reciproc continue Fie dată o partiție D a spațiului Jf Notăm cu P(x) elementul partiției D care conține punctul x: ( ) [D = P(x)} = (x £ D £ D) Maparea P' , c->D se numește proiecție Este evident că pentru D £ D și AccP sunt valabile următoarele relații: ( ) (O P A \u d h ) \u d= [Z? £(A)] = [ c SZ'(X)]; ( ) P(D) = O; ( ) P' (A) = (A) PENTRU D În virtutea I ( ) și I ( ), aceasta implică Teorema Mulțimea P" (A) este deschisă (respectiv, închisă) dacă și numai dacă mulțimea A este deschisă (respectiv, închisă) Cu alte cuvinte (vezi § , XV), harta P este reciproc continuă Este adevărat invers: Teorema Fie dată o mapare reciproc continuă f : T ■ Notăm cu D partiția (indusă) unde y £ Apoi spații P în mulțimi f(y), oj = D top' unde f este homeomorfismul necesar Dovada Este evident că - este comutativ, adică P(x) - ff(x) Deoarece mapările Paf sunt reciproc reciproc continue (datorită f diagramă redusă sunt continue, la fel și oto-teoremele , § , XV) - Din Teorema , § , XV, rezultă că f este un homeomorfism - (deoarece este evident că maparea f este unu-la-unu) *) Vezi Kelly [ ], p ; Bourbaki [ ], § și [ ], § , punctul Topologie, v G Ch Spații topologice Cometariu Teorema anterioară poate fi formulată după cum urmează: Coeficientul monolog indus de maparea reciproc continuă f' PT->Y este definit unic până la homeomorfism, și anume Unde X PX = (/(*i) == / (A' ) ) Astfel, studiul topologiei factorilor poate fi redus la studiul mapărilor reciproc continue În special, se poate introduce noțiunea de partiție semicontinuă (care este destul de des folosită ) după cum urmează Fie / : pm -> y o hartă reciproc continuă pe Notăm cu D partiția indusă a spațiului pp în - setează /(y), unde y £ y În virtutea teoremei , partiția D poate fi identificată cu spațiul y, iar maparea / cu maparea P (proiecția spațiului pp în D) Definiție Se spune că o partiție D a unui spațiu ER este semicontinuă inferioară (superioară) dacă și numai dacă proiecția P' T>D este o mapare deschisă (închisă) Mai general: un element D al unei partiții D se numește element de semicontinuitate inferioară (superioară) a partiției D dacă și numai dacă proiecția P este o mapare deschisă (închisă) pe mulțimea D O partiție D se numește continuă dacă este atât superioară cât și inferioară semicontinuă Deoarece pentru multimea A cc £P P(A) ^ EGOn-WO) și P~ P(A) = /'(A), D^D atunci din definiția mapărilor deschise (închise) rezultă următoarele (vezi § , XIII) Teorema [Partiția D este semicontinuă inferioară (superioară)]^ ^{pentru fiecare mulțime deschisă (închisă) Agrp unirea tuturor mulțimilor D^D care se intersectează cu A este o mulțime deschisă (închisă)] = [pentru fiecare (închis) deschis) mulţime B c ,p unirea tuturor mulţimilor D^D cuprinse în B este o mulţime închisă (deschisă) Teorema O partiție D este semicontinuă superioară în D dacă și numai dacă pentru fiecare mulțime deschisă *) Vezi Moore R [ ], p , Alexandrov [ ], p , și [ a], p , Kuratovsky [ ], p , și Wyburn [ ], cap VII § Spațiu despărțitor Topologie factart G r> D există o mulţime deschisă U astfel încât DcUcG şi mulţimea U este unirea unor elemente ale partiţiei Z>') Teorema Dacă D este o partiție superioară semicontinuă a unui spațiu normal EE, atunci topologia factart a partiției D este normală Prin urmare, relația p indusă de partiția lui D este închisă Aceasta rezultă din Teorema , § , II și Teorema , § , IV Teorema Dacă D este o partiție semicontinuă inferioară și relația p indusă de aceasta este închisă, atunci topologia factorială a partiției D este Hausdorff Aceasta rezultă din Teorema , § , IV Teorema Împărțirea D a produsului EE Y\Y în mulțimi {x} X Y, unde x > EE, este semicontinuu inferior și ~EE- Aceasta rezultă din faptul că harta f : EE X Y -> EE dată de formula f(x, y) = x este deschisă (vezi § , II, Teorema ) III Exemple și observații Exemplul Împărțirea D a planului hE în linii verticale nu este semicontinuă superioară, deoarece unirea verticalelor care intersectează hiperbola y = /n nu este închisă Rețineți că aici relația p este închisă și Partiția D este semicontinuă superioară, dar nu semicontinuă inferioară Aici D = EE- top Exemplul Spațiul EE este format din punctele /n și - /n pentru n>- Elementele lui D sunt mulțimi de două elemente ( /n, - /n) pentru n > și mulțimi de un singur element ( ), (>/ ) și ( ) O astfel de partiție D este semicontinuă inferioară, dar nu semicontinuă superioară Este homeomorf pentru spațiul format dintr-o succesiune infinită de puncte p , Pi, , unde fiecare mulțime infinită închisă conține atât punctul p , cât și punctul p Acest spațiu nu este Hausdorff (deci p nu este închis) Cometariu Maparea F: -> X poate fi continuă și astfel încât EE - UF ( și F ( n^' (E) - , dar cu toate acestea partiția D a spațiului EE în mulțimi F (t) nu va fi semicontinuă) Acesta va fi cazul, de exemplu, când j este un spațiu discret numărabil și D este o partiție numărabilă nesemicontinuă a spațiului EE (vezi exemplele și ) *) Această condiție este uneori luată ca o definiție Vezi, de exemplu, Kelly [ ], p , și Wyburn [ ] * Ch Spații topologice Totuși, dacă spațiul este compact și maparea F este semicontinuă superioară, atunci partiția D este semicontinuă superioară (vezi Vol II, Cap ) IV Relația dintre topologia factorilor și topologia exponențială În general, topologia coeficientului partiției D diferă de topologia exponențială (dacă partiția D este considerată ca o submulțime a spațiului Ж) Acest lucru se poate observa din exemplul , p III Este evident că partiția D cu topologie factorială este homeomorfă spațiului E, în timp ce în topologia exponențială este discretă Dacă P are același sens ca în paragraful anterior, r atunci P este maparea identității: R: D P x -> D, unde D are topologia factorului și D ∩ x topologia exponențială j În exemplul anterior, maparea P nu este un homeomorfism Cu toate acestea, următoarele Teorema Topologia factorială a partiției D este mai slabă decât topologia exponențială, adică maparea P este continuă Cu alte cuvinte, dacă E c: D și mulțimea S(E) este deschisă în spațiul E, atunci mulțimea E este deschisă față de D în topologia exponențială Aceasta rezultă din formula £ = Z>n S(£) Teorema {Partiția D este semicontinuă inferioară (superioară)}^^[maparea identității P este semicontinuă inferioară (superioară) Mai precis: [un element D al partiției D este un element de semicontinuitate inferioară (superioară) a partiției D} = [imagine P este semicontinuu inferior (superior) în O} Aceasta rezultă din Teorema , § , III, dacă înlocuim maparea f cu o mapare P și spațiul / cu o partiție a lui D cu topologie factorială De aici urmează - Consecință {Partiția lui D este continuă] ~ [harta P este continuă, deci este un homeomorfism] ^[topologia factorială a partiției lui D este identică cu topologia sa exponențială] Elementul D al partiției D este un element al unui continuu dacă și numai dacă harta P este continuă în D CAPITOLUL SPAȚII METRICE A LEGĂTURA CU SPAȚII TOPOLOGICE ^-SPAȚII § ^-spații (în care este definită noțiunea de limită) I Definiţie O mulțime arbitrară se numește spațiu dacă în ea se distinge o anumită clasă de secvențe (numite convergente) și fiecare secvență pr, p , pn, din această clasă este asociată cu un element p = Hm pn în așa fel că / -> CO următoarele condiții'): ° dacă lim pn = p și kx m ° dacă pn = p pentru fiecare n, atunci lim pn - p', ° dacă o secvență plt p , nu converge către p, atunci conține o subsecvență'* ) plf , pk, a cărei subsecvență nu converge către p Este ușor de demonstrat următoarele două afirmații: Teorema Nici convergența, nici limita unei secvențe nu depind de primii n termeni ai acestei secvențe, adică dacă se adaugă, se omit sau se înlocuiesc un număr finit de termeni, atunci convergența șirului și valoarea limitei sale nu vor Schimbare Teorema Să fie date două secvențe astfel încât lim pn = p - lim qn', apoi șirul n->oo n->co Pi> Chi, Pch, Chh, • ■ • converge spre p Teorema Fie Ііт pn = p, și proprietatea {qn} constă din elemente ale secvenței {/>n}, *) Spațiile abstracte, în care conceptul de limită joacă rolul unui concept inițial, au fost introduse de Fréchet în disertația sa (Paris, ); vezi şi Fréchet [ ] În ceea ce privește condiția de °, vezi Aleksandrov și Uryson [ ], p , și Uryson [ ], unde n-spații sunt notate cu t ) Pb , Pk > • • • este o subsecvență a șirului Рі, p? dacă kL n}, deci p = Pm p = lim qk , deoarece PSn~ k, • Dar șirul l->oo Sn n->co P Іg q , qb , , este o subsecventa a sirului qk , qk^, si ajungem la o contradictie Marcam cu un asterisc spatiile considerate aici, spre deosebire de spatiile ^^ ale lui M Fréchet, care sunt supuse doar conditiilor ° si ° Aceste două condiții nu oferă o caracterizare satisfăcătoare a conceptului de limită: de exemplu, o mulțime formată din două elemente a și b cu secvențe convergente unice a, a, a, și b, b, b, (secvența a, b, b, b, diverge!) este un ^^-spațiu Vezi și articolele II, III și Fréchet [ ], p Exemple Spațiul numerelor reale (precum și g") este un ^"-spațiu sub definiția obișnuită a unei limite Același lucru este valabil și pentru spațiul funcțiilor reale definite pe o mulțime arbitrară, dacă punem ( ) Г lim /" = /і = Дг lim /п(х)=/(х) / -> CO JX IL->CO J II Legătura cu spațiile topologice Închiderea X a unei submulțimi X a unui n-spațiu este definită de condiția: p e X dacă și numai dacă p este limita șirului de elemente ale submulțimii X Astfel, dacă X = X, atunci numim mulțimea X închis și setul (-X) deschis Teorema Fiecare ?*-spațiu satisface axiomele - și , § , I Mai precis, condiția ° implică axioma , iar condiția ° implică axiomele și (vezi argumentele date în § , II) § X) ^^-spații Observați: "^-spațiul poate să nu fie topologic Acesta este spațiul funcțiilor reale luate în considerare în § , V ) Teorema Fie X mulţimea elementelor unei subsecvenţe arbitrare pk , pk , secvențele p{, pn, Pentru ca p să fie lim pn, este necesar și suficient ca pentru orice subsecvență p e X Dovada Dacă p = lim/?n, atunci, în virtutea lui Γ, p £ X n~> În schimb, dacă o secvență dată nu converge către p, atunci, conform °, conține o subsecvență Pk, pk, • • •, a cărei subsecvență nu converge către p Mai mult, putem presupune că șirul nu conține elementul p, deoarece, în virtutea D, acesta nu poate fi repetat în ea de mai mult de un număr finit de ori, iar în acest caz poate fi înlocuit cu o subsecvență care nu conţin p Astfel, nicio succesiune de elemente (distincte sau coincidente) x x , ale mulțimii X nu converge către p, deoarece în cazul în care această secvență conține un număr infinit de elemente diferite, ea conține o subsecvență a șirului pk, p , , adică o secvență care nu converge către p În cazul în care șirul X), x , are un număr finit de termeni diferiți, există un termen care se repetă de un număr infinit de ori; întrucât acest termen este diferit de p, șirul nu poate converge către p Astfel, în orice caz p(£X Teorema Fie dat un spațiu Hausdorff cu o bază numărabilă local în fiecare punct p Atunci este posibil, fără a-i schimba topologia, să se introducă în el conceptul de limită a unei secvențe de puncte și, prin aceasta, să o înzestreze cu o structură ^* Și anume, vom presupune că /? - іт/?" dacă și numai dacă, П -> с când pentru fiecare vecinătate U a punctului p există k astfel încât Pn > U pentru toate k > &• Dovada Nicio succesiune nu poate avea două limite diferite p și q, deoarece punctele p și q au vecinătăți disjunse U și V Condițiile ° și ° sunt evidente Să verificăm starea ° Să presupunem că secvența plt p , ') Condițiile necesare și suficiente pentru ca un ^-spațiu să fie un ^-spațiu sunt date de Uryson [ ] În legătură cu întrebări similare, vezi și Antonovsky [ *] Ch Spații metrice nu converge în punctul r Aceasta înseamnă că există o vecinătate U a punctului p și o subsecvență pk, pk, aflată în afara vecinătății U Prin urmare, nicio subsecvență a acestei secvențe nu converge către punctul p Acum să fie p e A (în topologia dată a spațiului luat în considerare) Trebuie să arătăm că p = lim pn, unde pn e A Fie Ux, U o bază locală la p Din moment ce mulţimea Ux P ^ A • • • P Un este o vecinătate a punctului p, conţine un punct pn al mulţimii A, adică pn £ (A f| t/j P • • P UnY Atunci există astfel de că Una c U Prin urmare, pentru n > avem / -" CO În schimb, dacă p = іpp, unde pn e A și dacă U este ceva / ->co vecinătatea punctului p, atunci pentru n suficient de mare avem pn £ U și, prin urmare, pQA De aici rezultă că toate teoremele pe n-spații sunt valabile pentru spații Hausdorff cu o bază numărabilă local III Conceptul de continuitate Definiție Fie f' pE -> y, unde pp și Y sunt ^^-spații O mapare f este continuă într-un punct x dacă ( ) Гх = ИітхД => Г/(х) = іт/(хя) L n-+a> JL "-> co J Teorema Dacă o închidere este definită ca la punctul II, atunci definiția de mai sus (Heine) este echivalentă cu următoarea (a se vedea § , I): ( ) [x £ A] [/(x) £/(A)] Dovada ) Fie implicația ( ) ținută și fie x e A Atunci există o secvență x (x , astfel încât x = m x/x xn £ A Prin urmare, conform ( ), / (x) = lim / (xl), SO şi întrucât f(xn) £ f (A), atunci f(x) £/(A) Deci, implicația ( ) este îndeplinită ) Să presupunem acum că implicația ( ) este valabilă Fie x = lim xn, și fie A mulțimea elementelor unei sub-/ -" CO arbitrare secvențe x^, x* , Prin Teorema , itemul II, x £ A Prin urmare, în virtutea ( ), f(x) £/(A) Deoarece /(x^J, /(x* ), este o subsecvență arbitrară a șirului /(xj), /(x ) , atunci f(x) = lim /(xl Deci, implicația ( ) este valabilă § ^^-spatii De aici se ajunge usor Consecinţă O hartă f este un homeomorfism dacă și numai dacă ( ) Гх = ітхн = Г/(х) = іт/(хн)] L L->go JL L->=o J Cometariu Presupunerea că spațiul valorilor este un spațiu "^" este esențială Într-adevăr, dacă este un ^-spațiu, dar nu un ^-spațiu, atunci conține o secvență y , y,, care nu converge către punctul y , deși fiecare dintre subsecvențele sale conține o subsecvență convergentă către punctul y Punem /( ) = y și /( /n) = y;! Funcția f este continuă în sensul § , I, dar nu satisface condiția Heine În general, dacă domeniile definiției și valorilor sunt ^-spații, dar nu neapărat ^'-spații, atunci continuitatea funcției f (în sensul § ) este echivalentă cu următoarea condiție: , xk^ astfel încât f(x)=\m f(xknp IV Produsul direct al "^-spațiilor Fie și y două ^'-spații Să atribuim un set de ? X Y prin structura unui ^'-spațiu, presupunând că șirul punctelor χn={xn, yn) converge către punctul J = (x, y) dacă lim xn - x și limyn = y " -> CO n -> j În general, fie \, &r, o succesiune infinită de n-spații; presupunem că șirul țn = (^n, j ț ) converge (în spațiul X ^ X • • •) către șirul = (^, j , ) dacă pentru fiecare I avem lim = jz , adică dacă Z-th A->co membrul secvenței \n tinde către al-lea membru Z al secvenței $ Hai sa o scriem asa: С ) ( іт = = Иіт \P->oo J I CV ) Fie / o funcție care atribuie fiecărui punct t al unei mulțimi T un punct $ al produsului direct XX • • • (sau, în special, produsul DE X ) gi(t) = [/( G (coordonata z a punctului j = /(/)) Teorema Pentru ca funcţia f să fie continuă într-un punct t al spaţiului T este necesar şi suficient ca fiecare dintre funcţiile gt, Z=l, , , era continuă în acel moment Dovada Dacă șirul tx, t , converge către punctul Z, atunci ( ) Γ/(Z) = lim /(Zn)l = Λ Γ(Y (Z))' = lim (Y (Zn)) L l->oe J І L П->co J Teorema Coordonata l a punctului j a produsului direct este o funcție continuă a punctului i cap Spații metrice Cu alte cuvinte, proiecția pe axa a l-a este o mapare continuă Dovada În virtutea ( ), din relaţia lim $n = abia/ ~> CO rezultă că lim φ - tf P-^CO Teorema Dacă maparea f: % este continuă, atunci graficul său = E(y = /( r)) este un Y închis setul homeomorf la spațiu Dovada Dacă lim (xn, f(xn)) -(x, y), atunci lim xn = x n-> CO n-> CO și lim f(xn)=y Din prima egalitate rezultă că lim f(xn) - f(x) (datorita continuitatii cartografierii /) Prin urmare y - f(x) și (x, y) £%, de unde = - Funcția care asociază punctul x cu punctul (x, f(%)) definește un homeomorfism al spațiului pe mulțimea > deoarece din condiția limxn - x rezultă că lim(xn, f(xn)) = ( x, f(x)); înapoi, L-> vo "-> oo din ultima condiţie rezultă că limx" = x l->co Teorema Un produs finit sau numărabil al spațiilor separabile este separabil Într-adevăr, mulțimea ÎR considerată în demonstrația Teoremei , § , V este peste tot densă în produs V Spații ^-spațiu numărătoare Definiție Un spațiu D* se numește compact numărabil dacă orice succesiune infinită de puncte p , din acest spațiu conține o subsecvență convergentă: ( ) lim pk = p, unde &! ) Dar Fx f|F f] = , si obtinem o contradictie cu teorema lui Cantor Astfel, definiția compactității numărabile într-un n-spațiu este echivalentă cu definiția acestui concept dată pentru spațiile topologice în § , VII Teorema Produsul direct (finit sau numărabil) al unei familii de spații numărabile compacte este numărabil spatiu compact În special, spațiul este numărabil de compact Într-adevăr, fie $ , o succesiune de puncte în produsul ^X^rX ••• unde ^=(^ , £n, ) Deoarece spațiul este numărabil compact, există o secvență de numere întregi CO ~ ІЦ Continuând acest proces, definim succesiunea de puncte x C ^ ' ••• (finit sau infinit, în funcție de numărul de spații £^\, $p , ) Punem x = (x\ x , ) Secvența fa, fa converge spre punctul x Într-adevăr, este ușor de observat că 'n' n Aceasta dovedește că șirul (yn) conține o subsecvență convergentă Teorema Dacă spațiul EE este numărabil compact și maparea fEE -> Y este continuă, atunci f este o mapare închisă Cu alte cuvinte, (F - F) [f(F) = f (F)] Dovada În virtutea teoremei , mulțimea F este numărabilă compactă; prin urmare, conform teoremei , mulțimea f (F) este și ea numărabil compactă și, prin urmare, este închisă în spațiul Y (prin teorema ) Rezultă direct din teorema (vezi § , XIII) Corolarul a Fiecare mapare continuă unu-la-unu a unui spațiu numărabil compact este un homeomorfism Teorema poate fi întărită după cum urmează Teorema Fie spațiul Y compact numărabil Atunci proiecția f : EU/Y -> Y este închisă Cu alte cuvinte, dacă mulțimea £ co x y Corolarul a Fie spațiul y compact și mulțimea E ') să fie deschisă, apoi mulțimea x, Y EL f(x, y) este deschis X y Corolarul Fie y o uniune numărabilă de mulțimi compacte Ec nu este o mulțime £ φ( v, y) de tip Fo, apoi n, y set EV(P(X > Y) de tip Fo Dacă mulțimea Eφ(x, y) X Y X, Y de tip G&, atunci la fel este și mulțimea EDfx y) de tip G& acea Teorema Fie spațiul y compact numărabil și fie f- rE -> y Mulțimea E [y = /(x)] este închisă atunci X, Y şi numai dacă maparea f este continuă Dovada Este evident că condiția formulată este suficientă (chiar și fără ipoteza de compactitate numărabilă, cf Teorema , punctul IV) Pentru a arăta că este necesar, punem lim xn = x și n -> EE alegem din șirul f(Xj), f(x ), o subsecvență convergentă {/(-'A,,)}- astfel încât lim - V Apoi (*o > V ) - Jim (xkn, f( xk^ Deoarece mulțimea E[Y=/(*)] este închisă, conține punctul (x , y ) Aceasta înseamnă că y = f(x ) În virtutea teoremei , lim f(xn) = /( x ) L->co Cometariu Diverse alte proprietăți ale spațiilor compacte vor fi luate în considerare în Cap ; pentru spații numărabil compacte se pot dovedi cu ușurință VI Convergență continuă Mulțimea Yx ca un ^-spațiu Definiţia Fie fniS£~+y, n= , , Se spune că o secvență / , converge continuu către f (vezi Hahn [ ], p ) dacă ( ) (Um = lim /Dxn) = /(x)\ \/ ->CO J \/ ->CO J § -spatii Convergența continuă implică convergența obișnuită Pentru a vedea acest lucru, este suficient să punem xn - x în definiția convergenței continue Cometariu Afirmația inversă nu este valabilă Astfel, de exemplu, stabilind fn(x) - xn pentru , f(x) = pentru x co continuu Următorul exemplu arată că convergența funcțiilor continue la o limită continuă poate să nu fie o convergență continuă Definim functia fn prin setarea fn(x) = pentru oo " În acest scop, se consideră șirul [zm] definit astfel: znl = xn pentru kn x astfel încât lim fk = f Atunci lim fk (xk \ =f(x), deoarece, în virtutea ( ), lim Xț =x No[A (xk \ este o subsecvență a șirului și МЬІ ajungem la opusul vorbire cu definiția secvenței {£n] Cometariu Presupunerea că funcțiile /, D, / , sunt continue apare doar în demonstrația condiției ° Este ușor de demonstrat următoarea teoremă Teorema Fie f^yx\ pune g(f, x) - f(x) Atunci maparea g :YX ,!:T - >Y este continuă VII Operatii pe spatii yx cu ^?'*-topologie Teorema Următoarea relație este valabilă: Yx X \u d ( / X /, top precum şi relaţia mai generală PU? = [PUi'}X- de unde ( /x)s'-( /"")x I top i ) top Pentru a demonstra acest lucru, construim o mapare homeomorfă a produsului direct Π pe spațiul funcțional Punem h(Y) = g, unde /=[/!, /Y ], Γ^YX ȘI g(x) = [/>(x), / (X), ] Se vede imediat că funcția g definită în acest fel este continuă (vezi IV, ); prin urmare, aparține spațiului Dimpotrivă, fiecărui element g al acestui spațiu îi corespunde o funcție / astfel încât g - h(f), și anume, y=[g', g' , ] Prin urmare, q(Yx X ^ X • • ) = ( /! X / X • • Maparea h este continuă Într-adevăr, să fie lim fn - f Punem gn = h(Jn), adică gn(x) = [Y'(x), fn(x), ]; să demonstrăm că lim gn - g, adică că din condiția ( ), itemul VI urmează egalitatea limg"(x") = g(x), sau limyXxJ = y;(x) Dar condiţia іtu"=y z § - ^"-spatii înseamnă că pentru fiecare i avem lim și, în virtutea ( ), / ->OO Ііт L (О=/'(*)• L~>O Să arătăm, în cele din urmă, că maparea e h este reciproc continuă Pentru aceasta, este necesar să se demonstreze că condiția lim gn = g implică egalitatea lim fn = f Ținând cont de formula ( ), obținem lim gn (xx) = g (x), de unde lim gln (x\ = gl (x), = fl (x), prin urmare, lim φ p=φ , adică, lim fn = f Teorema Fie A' = A\\B, unde A și B sunt două mulțimi disjunse închise; Apoi strada X Uv st top Într-adevăr, fiecărei perechi de funcții /£ /l și g£^/£ punem în corespondență o funcție m £ /liv care coincide cu f pe mulțimea A și cu g pe mulțimea B : este evident că / g ( / l X uv) \u d% Av Fie lim/n - /, lim gn -g și x e A Apoi, din egalitatea ( ) rezultă că lim fn (xn) = f(x); prin urmare, lim un(xn) = u(x) Ajungem la aceeași concluzie dacă presupunem că x e B Prin urmare, lim un = u Aceasta înseamnă că funcția h este continuă Invers, fie lim un = u u x £ A; atunci lim/i (xa) = /(x), prin urmare, lim/i = / Demonstrăm că lim într-un mod similar Astfel, maparea h este un homeomorfism Teorema (gyxy? - ^XX sus Dovada Punem g(x, t) =ft(x) Să demonstrăm mai întâi următoarea afirmație!): Teorema ' Pentru ca funcția g să fie continuă, este necesar și suficient ca funcția / (punând în corespondență cu fiecare punct t funcția ft a argumentului x) să fie continuă, adică să aibă loc următoarea relație: [g^Xx^] = [f^&x) '\- Dovada Fie g (xl x oo" n continuu Astfel, lim//n=/r Astfel, condiția lim tn-t implică egalitatea lim ft = ft Dar aceasta înseamnă că funcția f T este continuă, deci f £ (yYxy Dimpotrivă, fie funcția f continuă; atunci rezultă din condiţia lіm ^ t - t că lim ft - ft Prin urmare, datorită convergenței continue n-us P secvențe de funcții |//i| la funcția ft, ținând cont de relația ( ), obținem că lim ftAxn)~ ftC*)' adică lim = t) Dar asta înseamnă că funcția g este continuă, adică g^ /Xx^- Astfel, se stabilește afirmația ' Setând g=h(f), acesta poate fi formulat după cum urmează: h[(,yx)^]=^xx Rămâne de demonstrat că II este un homeomorfism Să demonstrăm mai întâi că maparea h este continuă Fie lim fn - f Fie gn = h(fn) Să arătăm că limgn = g Condițiile lim fn = f și lim/n = Λ, prin convergență continuă, dau lim/" (x^ = f(x), de unde " = g Să demonstrăm că funcția /r" este continuă Fie lim gn = g, lim tn = t și lіthya - x; atunci lim gn (xn, tn) - g (x, f), te lim f* (xx) = ft (x), deci lim/" ~ft, de unde lim fn = f VIP Convergență continuă în sens restrâns În unele probleme (vezi § , X) este util să se ia în considerare convergența continuă în sens restrâns, care este definită după cum urmează O secvență de funcții {/n} se numește continuu convergentă în sens restrâns dacă convergența șirului {/(xx)} implică convergența șirului {/n(xx)} și egalitatea lim/x(xx ) = lim/(xx) ține Ca și în § VI, putem demonstra că dacă luăm convergență continuă în sens restrâns pentru convergența în spațiul Yx, atunci Yx devine un ^^-spațiu Teorema Convergența continuă în sens restrâns implică convergența continuă (în mulțimea Yx) Într-adevăr, fie itxa = x Deoarece funcția / este continuă, atunci lim / (xn) = /(x) Deoarece convergența șirului {/n} este continuă în sens restrâns, din ultima egalitate rezultă că $ ^^-spații limfn (xn) - f(x) Dar aceasta înseamnă că convergența șirului {/"} este continuă Teorema Dacă spațiul ZU este numărabil compact, atunci convergența continuă este echivalentă cu convergența continuă în sens restrâns Dovada Să presupunem că șirul {/n} nu converge în sens restrâns, adică lim f (xn) = y, dar cu toate acestea șirul nu converge către punctul y Deoarece / este ^-spațiu, atunci există o secvență [de^i- ') Ne referim aici la următoarea literatură: Kelly [ ], Moore E și Smith [ ], Birkhoff [ ], McShane [ ], Takki [ ] Alte teoreme privind convergența Moore-Smith (din punct de vedere al filtrelor) pot fi găsite (pe lângă lucrările menționate mai sus) în următoarele lucrări: Choquet [ ], Kowalski [ ], J Schmidt [ ], Frolyk [ ] ], Flaxmeier [ ], Brunet și Schmidt [ ], Mruvka [ ], Helmberg [ ], Grimeisen [ ], [ ] § , Spații metrice O rețea f se numește frecventă într-o mulțime B dacă există o mulțime To cofinală cu T, astfel încât ( ) (t£T )=}[ft£B} Este evident că rețeaua f este frecventă în mulțimea B dacă și numai dacă nu se află aproape în întregime în mulțimea (-B) Rețineți că până acum nu am făcut nicio presupunere despre spațiu Să presupunem acum că este un spațiu Hausdorff Definiție Fie x: T->^ Spunem că rețeaua x converge către punctul p^c și scriem ( ) lim xt = p, t£T dacă se află aproape în întregime în orice set deschis O care conține punctul p Deoarece spațiul $ este Hausdorff, nicio rețea nu poate avea două limite Teoria convergenţei reţelelor poate fi dezvoltată în mare măsură în direcţia luată de obicei în studiul convergenţei secvenţelor în topologia generală § Spații metrice Proprietăți generale I Definiţii O mulțime se numește spațiu metric dacă fiecărei perechi de elemente x, y i se atribuie un număr real | x - y |, numită distanța dintre aceste elemente și care îndeplinește următoarele condiții: (i) egalitate |x - y | = este echivalent cu x - y, (ii) | x - y I + x - z | > | y - z I (inegalitatea triunghiului) *) Substituind în inegalitatea (ii), respectiv, y și x în loc de z, obținem că |x - y | > și |x - y |= |y - x| Astfel, distanța este o funcție simetrică nenegativă a două variabile * ) O bilă deschisă (bilă închisă) cu centrul la p și raza r este mulțimea formată din toate punctele x astfel încât | p - x I r, atunci obținem o mulțime homeomorfă la Hilbert cub (vezi Hilbert [ ], pp și ), § Spații metrice Setul de funcții pătrat-sumabile este echipat cu distanţă I /i -/ | f O '/ este un spațiu metric dacă sunt identificate funcții care diferă doar pe un set de măsură zero O mulțime de cardinalități arbitrare poate fi considerată un spațiu metric dacă distanța dintre oricare două puncte distincte este stabilită identic egală cu I Topologia în spații metrice Închiderea A într-un spațiu metric este definită după cum urmează: ( ) £ D) = LV("C)(|a - P\ astfel încât (i) (IX - p I și un număr rațional p astfel încât (ii) I s - p I dat, putem presupune că diametrul bilei Rn este mai mic decât e, deoarece razele bilelor Rv R , poate fi luat mai mic decât e/ Observația În spațiul euclidian, bile cu raze raționale și centre raționale formează o bază IP Diametru Continuitate Ezitare Diametrul unei mulțimi X (notat cu simbolul ( ) este limita superioară a distanțelor dintre punctele sale Dacă diametrul ( ) este finit, atunci mulțimea X se numește mărginită Următoarele proprietăți de diametru sunt ușor de verificat: ( ) ( ( = Oj == [mulțimea X este goală sau este formată dintr-un punct]); ( ) dacă XcY, atunci (X) (K); ( ) (%)= ( ; ( ) dacă XnY^Q, atunci ( C (J - ( - (K); ( ) dacă mulțimea X este numărabil compactă, atunci Pentru a verifica afirmația ( ), observăm că într-un spațiu nemărginit există o succesiune infinită de puncte pv p , astfel încât \pn - pt]) > pentru fiecare n și m n Este evident că secvența {/? "} nu conține nicio subsecvență convergentă Fie f o mapare a spațiului topologic DG în spațiul metric Y; condiția de continuitate pentru cartografierea / la punctul p (vezi § , II, corolar) poate fi formulată astfel: § Spații metrice Sumă: pentru orice e > există o vecinătate Ε a punctului p astfel încât x E implică inegalitatea | f (x) - co dintre toate mulţimile deschise Gczj T astfel încât [f (G)] , există > astfel încât | x - p | Y este continuă și spațiul Y este Hausdorff, atunci mulțimea S = Ε ІY - /(x)] este închisă în spațiul JX / În cazul x, y Y este un spațiu metric, o afirmație mai precisă este valabilă (metricizarea spațiului EE X Y este descrisă în Secțiunea VI ( )) Teorema Fie A s EE şi f- A~+y Dacă maparea f este continuă în punctul x și (x , y ) > atunci egalitatea y = /(x ) este valabilă; este valabilă şi relaţia mai generală , există un punct xr și un punct x\ astfel încât I / ( Xj) - y I |/(x )-/")|>|y-y*|- e și co(x) = inf b[/O > I y - y*[, de unde urmează formula ( ) IV Numărul p(L, V) Minge generalizată Normalitatea spațiilor metrice Definiție Fie A și B submulțimi nevide Sa punem p(L, B) = inf \a - b a e A, bfB Au loc următoarele relații: ( ) P(*, yj = |x - y]; ( ) p(L, V)=p(L, Wu ( ) {p(x, A) = ) === [x £ A); ( ) p(L, C) ) Deoarece p(x, A) este arbitrar) p(x, A) - p(y, A) satisface conditiile CO ) I / ->CO J Aceasta rezultă direct din faptul că funcția u = /( -j- ) este reciproc continuă pe mulțimea numerelor reale nenegative Aici diametrul spațiului nu depășește (față de distanța A x - y ||) Cometariu Teorema anterioară poate fi demonstrată mai direct prin stabilirea "nouei distanțe" egală cu |x - y | când |x - y I , iar în caz contrar ) VI Metrizarea produsului direct Fie J și / două spații metrice Produsul X y poate fi măsurat prin setare ( ) IJ - \u d -I + IY - Yi \u e unde \u d (x, y) Din aceasta rezultă clar (cf § , IV) că J = lim dacă și numai dacă, η -> co când lim |J - | = Prin urmare, această definiție este în concordanță cu n -> oo cu topologia spațiului X SL introdusă în § , I Luați în considerare cazul unui număr numărabil de factori; fie z, Z = , un spațiu metric cu diametrul (vezi articolul V) Spațiul P se va transforma într-un spațiu metric dacă punem i ( ) - | = І ~'Ъг-і/І- /= *) Vezi Newman [ ], p Ch Spații metrice Distanța astfel definită satisface condițiile (i) și (ii), întrucât identitatea (|$ - ) | = ) = = l;} este evidentă, iar inegalitatea triunghiului rezultă din formulă ~ + - WI = Z - + * *' I /= > S ~' / - uT I = | ) - Z = Rămâne de demonstrat că lim dacă și numai dacă П lim - jn|= , adică relația P -> oo I lim |J - I = l = l lim ]з -| == pentru orice i I / -> zo / ( L">co / Din condiția lim | J - J, = rezultă că pentru fiecare i avem lim | \ - = , deoarece - n| co apăsăm că lim I jz- | = , oricare ar fi eu Pentru un e > dat p~>co găsiți un întreg pozitiv m astfel încât ~m J Ținând cont că | | co Observație Există și alte definiții ale distanței care pot fi folosite în locul formulei ( ) De exemplu, următoarele metrici vor fi echivalente din punct de vedere topologic: când distanța dintre punctele și i este luată ca fiind cea mai mare dintre cele două numere | x - xr | și | y - y | sau suma acestor numere Observaţia Dacă nu presupunem că putem pune (vezi formula Fréchet [ ], p ) °° I i /i ( ) S- I Teorema Distanța | x - y |, considerată în funcție de variabila j = (x, y), este continuă USD Dimensiuni metrice Într-adevăr, fie a = (a, b) un punct dat și fie - a | , acesta poate fi descompus într-un număr finit de mulțimi cu diametrul mai mic decât e (vezi Hausdorff [ ]) Teorema Pentru ca spațiul DP să fie complet mărginit, este necesar și suficient ca pentru fiecare e > să corespundă o mulțime finită PE astfel încât p(x, FE) /P) Invers, daca FE/ este o multime care satisface conditiile teoremei, atunci sistemul de bile de raza e/ cu centre apartinand multimii FE/ este acoperirea necesara a spatiului Observația Propoziția pe care tocmai am demonstrat-o poate fi formulată folosind conceptul de distanță între mulțimi (Sec VII) după cum urmează Un spațiu total mărginit este limita unei secvențe de mulțimi finite (și anume, secvențele Fi, Fyt, Fi/n, ) § Spații metrice Acest lucru rezultă și din următoarea teoremă Teorema Dacă un spațiu este complet mărginit, atunci spațiul ( x)m este și el complet mărginit Pentru a demonstra această teoremă, luăm în considerare mulțimea De construită mai sus; fie Hk e sistemul tuturor submulţilor seturi de DE Fiecărei mulțimi închise X punem în corespondență o mulțime He de puncte p ale mulțimii Ge, astfel încât p(/?, % oo Dovada Putem presupune că G#=^T, deoarece altfel putem pune G =^T și Gz = pentru i > ) Deoarece spațiul ££ este complet mărginit, există un sistem de mulțimi deschise m, , Hk m) corespunde unei mulțimi închise Fe formată din puncte izolate (finite sau infinite) astfel încât p(x, Fe) , fie pa^ un punct cu indice minim astfel încât | pa - pa j e, oricare ar fi g și i un număr întreg astfel încât ~' există (prin presupunere) un sistem finit de puncte ra, , r[k , astfel încât orice punct din spațiu este situat la o distanță r) un punct ales arbitrar din spațiu Considerăm, pentru un I fix, un sistem finit de secvențe de formă V = [/-V r )r, ri, ri+v r ir ], unde J^k § Spații metrice W Fie $=(x , x , ) să fie un punct din spațiul PLm' atunci pentru fiecare I i există I - xt I astfel încât oricărei mulțimi finite p îi corespunde un element x pentru care p(x, P) > r Aceasta implică existența unei succesiuni infinite de puncte p , , astfel încât | pm - pn\^>£ pentru orice n și m = /= n Este evident că această secvență nu conține o subsecvență convergentă, deci spațiul Λ nu este numărabil compact Pentru a demonstra că LG este un spațiu Lindelöf, aplicăm mai întâi teorema din u VIII, conform căreia orice spațiu complet mărginit este separabil, apoi Teorema de elementul II, conform căreia orice spațiu metric separabil conține o bază deschisă numărabilă și, în sfârșit, teorema lui Lindelöf (§ , XI) Teorema Orice spațiu metric numărabil compact este compact Dovada Conform teoremei anterioare, este un spațiu Lindelöf În consecință, orice capac deschis poate fi redus la unul numărabil, iar ultimul, conform teoremei lui Borel (§ , V), poate fi redus la un capac finit X Convergenţă uniformă Metrizarea spațiului /* Lasă L? este arbitrar și y este un spațiu metric, notăm * Ch Spații metrice prin Φ(^Γ, /) familia tuturor mapărilor mărginite, adică mapărilor astfel încât mulțimea /( £*) este mărginită) Teorema Φ(^, /) este un spațiu metric cu distanța definită de ( ) I/i - / l = sup[/ (x) - / (x)| xCX Într-adevăr, distanța astfel definită este întotdeauna finită, căci dacă x' este un punct fix, atunci |/i (x) - / (x) I > sup {I /! (x) - / (x) - I /j (x) - / (x) I}> >sup|/ (x) - / (x)| = |/ - /z| Conform definiției convergenței în spațiile metrice, succesiunea de funcții {/"} converge către funcția / în spațiul funcțional luat în considerare dacă lim | fn-f | - , adică dacă pentru orice e > există n(e) astfel încât pentru n > n(e) avem (x) - / (x) | e pentru x( & orice χ > Γ Din aceasta rezultă că Corolarul Ia Convergența în spațiul Φ(^Γ, /) coincide cu convergența uniformă în sensul obișnuit Cometariu Prin Teorema din § , V și în virtutea III ( ), orice mapare continuă dintr-un spațiu metric compact într-un spațiu metric este mărginită, adică În acest caz, formula ( ) determină structura metrică în yx Deci, fie SC un spațiu metric compact * ), Y un spațiu metric; atunci vom considera yx ca un spațiu metric cu distanța definită prin formula ( ) Dacă spațiul nu este compact (nu este compact local), atunci este greu de așteptat ca spațiul yx să fie metric Cu toate acestea, se poate introduce o topologie adecvată, așa-numita deschisă *) Vezi Fréchet [ ], p Această definiție a distanței dintre funcții se întoarce (după Fréchet) la Weierstrass ) După cum va fi clarificat în cap , ipoteza că & este un spațiu metric poate fi omisă Pasul Spații metrice compact, sau natural, prin definirea închiderii mulțimii Γ cu relația /(r) (/ £ Γ)= [(/ IF) £ IF pentru orice compact Fc^] sau, ceea ce este același, considerând mulțimea /(r) ca limită a spectrului invers al mulțimilor { este închisă în spațiul Ф(ДГ, /) Această teoremă decurge direct din următoarea teoremă Teorema ' Limita unei secvențe uniform convergente de funcții continue este o funcție continuă Demonstrarea acestei teoreme este analogă cu demonstrația teoremei din § , VI (cazul Y - %) Următoarea teoremă este valabilă și ) (vezi Hahn [ ], p ): Teorema Limita unei secvențe continuu convergente de funcții (care poate fi sau nu continuă) este o funcție continuă Dovada Fie limfn(x) = f(x) Să presupunem că lim an - a, dar șirul {/(an)} nu converge în punctul f(a) Atunci există o vecinătate G a punctului f(a) și o succesiune de numere naturale , o succesiune de numere naturale Aj e pentru orice n Deoarece spațiul y este compact, există o secvență /" succesiune de numere naturale e - /d, conform ( ) Dar aceasta contrazice ( ), deoarece din formula lim xn == x rezultă că lim fmn (xn) = f(x) Remarci Dacă spațiul / este compact, atunci funcțiile care sunt elemente ale spațiului Yx sunt mărginite (vezi III ( )) În consecință, formula ( ) determină structura metrică a spațiului yx Conceptul de limită care decurge din aceasta, în conformitate cu II(i), coincide cu conceptul de limită, care a fost considerat în Sec VIII, § (convergență continuă în sens restrâns) Aceste afirmații rezultă direct din teorema Teorema Fie p un punct fix al unui spațiu metric Fiecărei submulțimi mărginite A(x= ) a spațiului % punem în corespondență o funcție fA definită după cum urmează ( ) /g(x) = p(x A) - |x - p| Apoi ( ) dist(A, B) = \fA-fB\ Dovada Rețineți mai întâi că funcția fA este mărginită: I/DM| și fie a un punct al lui A astfel încât dist(zl, B) oo L->deci din cauza inegalităţii ( ) În schimb, să presupunem că lim disf(/", /) = Să demonstrăm că divizibilitatea șirului {/n} la funcția / este continuă Prin urmare, în virtutea teoremei , se va putea concluziona că este uniformă (deoarece spațiul R? este compact prin presupunere) Fie itxn=x Să demonstrăm că lim fn (xn) = f (x) Punem n = (xn, /,(*,)) Deoarece P( n, /Xdisf(/n, /), atunci Hmp( |o(x)] Atunci Ft = Ft Într-adevăr, din relația evidentă urmează că L \u d PE [p (x Ct)> -lp (x, Cn)] Mulțimea Ft este închisă ca o intersecție de mulțimi închise (datorită continuității funcției p, vezi IV ( )) Prin definiția limitei superioare, fiecărui punct x îi corespunde un indice i , astfel încât P(-v, Clo)>ysupp(x, Cv) Apoi, în virtutea egalităților ( ) și ( ), x^F^, de unde urmează egalitatea ( ') Ch Spații metrice Egalitatea ( ) înseamnă că fiecărui punct x corespunde unui indice i astfel încât x G Glo, prin urmare (deoarece mulțimea Glo este deschisă), p(x, C ) > Prin urmare o(x) > Să presupunem că x£/\; atunci, în virtutea formulei ( ), avem p(x, Cv) > Prin urmare χ £ Gt și cz Gt În plus, deoarece spațiul % este normal, există o mulțime deschisă H^ astfel încât Ft C Hb și H g* Conform IV ( ), p(x, Fk) > pentru x £ Gk și, în virtutea IV ( ), funcția p este continuă; prin urmare, conform formulei ( ), funcțiile fk sunt și ele continuu Din Teorema , § , II, rezultă că harta f este continuă Să presupunem acum că mulțimea nu este închisă, adică relațiile ( ) lim xn = x, xn^Q, lim /(xn) = y, (x, y)# - l->oo l-"deci Deoarece / este continuă pe Q, rezultă că x £ £ F - Q Prin urmare, există un întreg k astfel încât x £ Fk și, prin urmare, p(x, Fft) = Deoarece funcția p este continuă, avem p(x, Fk) = lim p(xx, Fk), de unde, în virtutea formulei ( ), l->oo Hm D(xn) = oo L->OO Aceasta duce la o contradicție, întrucât, conform relației ( ), lim /(xn) = y = (y , y , ), deci, lim fk(xn) - yk P~^co n-> Consecinţă Fiecare Gb-nodset al spațiului metric TF este homeomorf la un subset închis al spațiului XX § Spații metrice Aceasta rezultă din faptul că mulțimea Q este homeomorfă cu mulțimea (prin teorema din § , V) Observație Dacă mulțimea Q este diferența a două mulțimi închise, adică Q = A - B, atunci în corolarul anterior spațiul §=>' poate fi înlocuit cu un spațiu (vezi Sierpinski și Kuratowski [ ], p ) Într-adevăr, în acest caz se poate pune f p (x, b) ' OBSERVAȚIA După cum vom vedea mai jos (§ , IV), din corolarul anterior rezultă că /^-submulțimea unui spațiu complet este homeomorfă unui spațiu complet XIV Spații de proximitate Spații uniforme (definiții de bază) În această secțiune, nu presupunem că spațiul este metric Definiţia I ) O mulțime YE se numește spațiu de proximitate dacă pentru oricare două submulțimi A, B cu EE se stabilește dacă sunt apropiate (proximitatea mulțimilor A și B se notează cu notația A B; notația AbB înseamnă că I și B nu sunt apropiate), iar următoarele dețin axiome de proximitate adevărate: Relația b este simetrică [ (V UQ] == (L b V sau DbS) (pbq) = (p = q) A- Dacă A și B, atunci există mulțimi C și D astfel încât AcC, BcD, CftD - , A (-C), Bb(-D) Topologia naturală a spațiului UE este definită de identitate ( ) (X £ A) eene (x A) Se poate arăta că, având în vedere această definiție, R" este un spațiu ^^ complet regulat În schimb, fiecare ^-spațiu complet regulat poate fi privit ca un spațiu de proximitate, adică se poate defini o relație de proximitate care satisface axiomele - și formula ( ) Și anume, putem presupune că Ai>B dacă și numai dacă există o mapare continuă astfel încât /(D) = și /(B)= (A#= ^B) ■) Vezi Efremovici [ ], [ ], vezi și Smirnov [ ], [ ], Mruvka [ ], [ ], Isbell [ ] Ch Spații metrice Într-un spațiu metric, relația de proximitate poate fi introdusă în cel mai natural mod folosind identitatea ( ) (AdB)=[p(A, B)^ ] (A O = P B) Spațiile de proximitate prezintă interes în principal pentru că în ele poate fi introdusă noțiunea de mapări uniform continue Și anume, dacă P" și / sunt spații de proximitate, atunci maparea > / se spune a fi uniform continuă dacă ( ) (L )=φ(/(L)d/( )) Dacă spațiile SB și / sunt metrice, această definiție este echivalentă cu definiția uzuală a continuității uniforme adoptată în spațiile metrice (vezi IV) Există un alt concept important legat de continuitatea uniformă Definiția ) Se spune că o mulțime SS este înzestrată cu o structură uniformă în raport cu o familie U nevidă de submulțimi de p e X SV dacă următoarele axiome sunt valabile pentru orice V e U: a) diagonala multimii de RVU SC este o submulțime a mulțimii V; b) mulţimea E I (X este un element al familiei- X y proprietățile U; c) dacă V\£U şi V SU, atunci d) dacă V £ Z, atunci Z £ U-, e) există VX^U astfel încât E V(IG*> W )sK X, y z Mai mult, să presupunem că f) intersectia tuturor elementelor familiei U este diagonala multimii RGU RG- Fie p un punct arbitrar al mulțimii și vom considera fiecare mulțime de forma E K/(x) e H ca fiind o vecinătate a punctului p unde V £U Astfel, o anumită topologie este definită în mulțimea A, pe care o vom numi topologia indusă de structura uniformă față de U Este ușor de arătat că PC este un ^-spațiu complet regulat În schimb, orice ^-spațiu complet regulat poate fi dotat cu o structură uniformă (vezi Bourbaki [ ]) ') Vezi Weil [ ], vezi și Bourbaki [ ], cap II Vezi și Chassar [ ], [ ] dolari Spații metrice Este interesant să comparăm această teoremă cu o teoremă similară a spațiilor de proximitate') În spațiile metrice, U poate fi definit ca o familie formată din mulțimi care conțin mulțimea ( ) V£ = E [I x - Y I X y XV Spații pseudometrice Definiție Funcția i|z: memoria X % se numește pseudometrică dacă sunt îndeplinite următoarele axiome (cf I): a) (x, x) - ; P) W Y) W- > (^> *)> N - z) De aici rezultă că • φ(x, y)^> și ip(x, y) = φ( y, x) Dacă, în plus, presupunem că (x #= y) => Nu (x Y) X ], atunci pseudometricul devine evident o metrică Trebuie remarcat faptul că r dacă atunci ip(x, y) = |/(x) - f(y) | există o pseudo metric-, ° suma și maximul a două pseudometrice este un pseudometric-, ° suma unei serii convergente de pseudometrice este o pseudometrică, ° dacă φ este o pseudometrică, atunci este și funcția φ definită după cum urmează - ( φ(x, y), dacă φ(x, Y) ') = ( dacă >■"'■ este un pseudometric Definiție * ) Spaţiul memoriei se numeşte pseudometric în raport cu familia Φ == {ipj de pseudometrici dacă y) pentru fiecare pereche x = P y există t e T astfel încât (x > y) = b ') Pentru diverse conexiuni între spațiile de proximitate și spațiile uniforme, vezi Smirnov [ ], [ ] ) Pentru această definiție și teoremele ulterioare, vezi Mruvka [ ] Topologie, vol I Ch Spații metrice Se notează cu m completarea familiei T de către toate maximele sistemelor finite de pseudometrice aparținând Teorema Fie "pseudo-bile* ( Bt, P, e = E [φ/O x) , formează baza spațiului cT - F există t care satisface condiția ( ) LO) e, este deschisă în topologia originală a spațiului, deoarece funcția φ este continuă Observația Se poate construi o teorie a spațiilor pseudometrice prin analogie cu teoria spațiilor metrice (vezi Mruwka [ ]) Se poate arăta, de exemplu, că orice submulțime închisă a unui spațiu complet regulat este o intersecție a unei familii de mulțimi deschise, iar cardinalitatea acestei familii este egală cu cardinalitatea familiei {φ^} considerată mai sus, § Spații metrice Observația Dacă mulțimea T este numărabilă și condiția y) este îndeplinită, atunci formula Fp (x, y) n + (, *, y) ' la fel ca formula I* - YI \u d I (x' y)' l = g definește distanța în spațiu % (cf ° și °) XVI Paracompacitatea spațiilor metrice Definiții Se spune că o familie A de submulțimi ale unui spațiu topologic este discretă dacă fiecare punct din spațiu are o vecinătate care intersectează cel mult un element al familiei A O familie se numește a-discretă dacă este uniunea unui număr numărabil de familii discrete Teorema Fiecare capac deschis [GJ al unui spațiu metric are un rafinament p-discret deschis Dovada Sa punem ( ) Oa, n = E [p(x, - Gj > Este evident (cf IV ( )) că ( ) Oa = °a lU Ga, U •••• unde mulţimile Go n sunt deschise (deoarece funcţia p este continuă, vezi IV ( )) Fie x £ Gan și y( £ ba n + Atunci, conform IV ( '), |x-y| > |p(x, - Ga)-p(y, - Go)| >± ^ = - ^, de unde rezultă că ( ) P(Oa, ", - Ga, n + ) > Deoarece setul de indici a este arbitrar, putem presupune că a este un număr ordinal Sa punem ( ) Na , n - Oao, n - U Ga, n + un v astfel încât ( ) t t și U Ip, t = U Op, e tt Punem Bn = [Hn unde t^Tn Deoarece (J Gn combina 't nenie Vx U V U • • • este o acoperire în spațiu deschis Familiile An sunt finite local și, prin urmare, familiile Bn sunt, de asemenea, finite local În consecință, în virtutea teoremei din § , VII, mulțimile ( ) Kn,t = Onit-{JU m ■ ■■, Vn a de mulţimi deschise conţinând xo, astfel încât mulţimea Vm intersectează doar un număr finit de elemente din familia Am Este clar că mulţimea Hn a, /oPViP ••• P Vn, intersectează doar un număr finit de mulţimi de forma ( ) În cele din urmă, pentru a arăta că x £(J K, lit, notăm cu n n, t cel mai mic indice astfel încât XoCU^o,/, unde t^Tno Apoi există un indice /o \ > astfel încât xo ^ n i ° este o consecință a la, articolul XVI Implicația °=E> ° este evidentă Astfel, intr-un spatiu cu baza o-local finita B trebuie sa definim o distanta care sa pastreze topologia spatiului % ') Vezi Bing [ ], Nagata [ ], Smirnov [ ] și [ ] Vezi și Alexandrov [ ], Arkhangelsky [ ], [ ], [ ], [ ], Nagata [ ], Michael [ ] Din punct de vedere istoric, prima condiție de metrizabilitate a fost dată în articolul lui Aleksandrov și Uryson [ ] Vezi și Fréchet [ ], p , și condiția Aronshine dată în ediția franceză a acestei cărți, p Vezi și Chittenden [ ] Să adăugăm că există o literatură extinsă cu privire la problema metrizării imaginilor spațiilor metrice sub diferite mapări, cum ar fi închis, deschis, reciproc continuu (metrizarea spațiilor de coeficient) Vezi, de exemplu, Martin [ ], Hanai [ J, Morita și Hanai [ ], Morita [ ], Stone A [ ] Ch Spații metrice Sa punem ( ) B = B^B \) Bn = \Qn Este ușor de observat că funcțiile fn și fn satisfac inegalitatea triunghiulară (I (ii)) Acum să punem ASA DE ( ) k - YI = ' fn^ Y)- n = Să arătăm că |x - y| este o metrică (adică sunt îndeplinite condițiile (i) și (ii) de la elementul I) și că această metrică este în concordanță cu topologia originală a spațiului Rețineți mai întâi că, deoarece funcțiile /n satisfac condiția (ii), atunci funcția |x - y| indeplineste aceasta conditie Mai mult, pentru a arăta că funcția |x - y| satisface condiția (i) și că distanța |x - y| este de acord cu topologia spațiului, este suficient să arătăm (vezi IV ( )) că ( ) (x £ A) == (p (x A) = ), oricare ar fi punctul x £ A" și mulțimea A c Deoarece suma unei serii uniform convergente de funcții continue este continuă (vezi § , VI, ), iar proiecția este continuă § Spații cu bază numărabilă cartografiere, atunci partea stângă a egalității ( ) implică partea dreaptă Pe de altă parte, dacă x > A, atunci există o pereche de indici n, t astfel încât xEGn,t și A cu Z - Gnt, și din formulele ( )-( ) rezultă că pentru fiecare punct a e A În consecință, p(x, A) > Astfel, demonstrația teoremei este finalizată Cometariu Rezultă direct din această teoremă că un spațiu ^ regulat cu o bază numărabilă este metrizabil În § dăm o dovadă mai directă a acestei afirmații importante § Spații cu bază numărabilă I Proprietăţi generale Fie /? , /? , o bază formată din mulțimi deschise nevide ale unui -spațiu dat H- Următoarele teoreme sunt adevărate Teorema Proprietatea unui spațiu de a avea o bază numărabilă deschisă este ereditară Într-adevăr, dacă Es R' atunci E P /?i> E P /? > ••• este o bază deschisă a mulţimii E Teorema Dacă R este un spațiu regulat și este o mulțime deschisă, atunci pentru fiecare punct p e G există un indice n astfel încât p e Rn și RncQ Într-adevăr, deoarece spațiul H este regulat, există o mulțime deschisă H astfel încât p > H, HcO Mai mult, există un indice n astfel încât p e Rnc H, deci RncQ Teorema Fie f : λ o hartă continuă pe O hartă f este un homeomorfism dacă și numai dacă (Rk cu Rj) = φ[/(Rj) P φ(R~ Rj) = ] Dovada Dacă / este un homeomorfism, atunci din includerea lui Rk cu Rj, care este echivalentă cu relația Rk Π (H - Rj) - , rezultă că /(R*)P/ {SE - Rj) ~ , de unde Ch Spații metrice De aceea /W(W-Rj)=o, deoarece mulţimea f(Rk) este deschisă În schimb, dacă maparea f este continuă, dar nu este un homeomorfism, sunt posibile două cazuri: fie f nu este unu-la-unu, fie există o mulțime deschisă astfel încât f( ) nu este deschisă În primul caz, există două puncte x = x' astfel încât f(x) = f(x'), adică există un indice / astfel încât x e Rj și x' - Rj, de unde f(x) = f(x') £ f(Rj - Rj) În al doilea caz, există un punct x astfel încât x £ , f(x) f( T")-f(G)- Prin urmare, există un indice y astfel încât xțRjCG, de unde / (x) £ f (&) - f (Rj) În ambele cazuri /(x)^/(^r - Rj) Pe de altă parte, x^Rj-; prin urmare, conform teoremei , există un indice k astfel încât x TR!t și Rk cu Rj Prin urmare / (x) € / (R*) ∩ f (H? - Rj), care completează demonstrația Teorema În orice spațiu cu o bază numărabilă, există o succesiune de mulțimi clopeni astfel încât orice mulțime clopenă este limita (în sensul § , V) a unora dintre subsecvențele sale (vezi Sierpinski [ ] și, de asemenea, de Groot [ ]) Această teoremă decurge direct din următoarea teoremă a teoriei mulțimilor: Fie Gv G , Apoi există o succesiune de mulțimi A , A , aparținând familiei A, astfel încât fiecare mulțime A e A are forma A = Limes At k-tco k Dovada Luați în considerare toate mulțimile formate dintr-un număr par de numere întregi pozitive (de la mk, n nk), pentru care există o mulţime X £A astfel încât ( ) OtoTs UGmkcX și "oU UO "fta-X Aranjam astfel de sisteme într-o succesiune infinită $ț, s , Fie (m) mlk , nlQ, nlk ) al-lea membru al secvenței GBP Spații cu bază numărabilă și n , nx astfel încât și - A - O " U O", U Po Pb) - Deoarece mulțimea A la fiecare k, atunci o" şi ••• şi oP/g diviziuni {sz}; notăm cu Ax o mulțime arbitrară XcA satisfacerea condiției ( ) (pentru indicele z) Fie A £ A Prin presupunere, există două succesiuni de numere întregi m , mx, A - Ota U O, ", U Am pus Sik-(mo mk, satisface conditia ( ) pentru Om U • • • U Omk oo k A ' * = j=o k+> k = = th + II Metrizarea si introducerea coordonatelor Teorema (Uryson [ ]) Orice ^-spațiu regulat al ER cu o bază numărabilă este homeomorf la un spațiu metric separabil Mai precis: ( ) Cu alte cuvinte, există o succesiune de funcții f astfel încât /==[/!, / , ] este un homeomorfism; distanța dintre două puncte din spațiu, adică între două șiruri de numere reale Y = Y( }-• •]> r = [r Rmn Ch Spații metrice Deoarece funcţiile fn sunt continue, funcţia / = [/■, / , este şi ea continuă (§ , II, Teorema ) Pentru a demonstra că f este un homeomorfism, este suficient să arătăm că (§ , VIII( a)) condiția p(£A' implică relația în care Deoarece - AG, există un indice mn astfel încât p > Rm a: X - X În virtutea teoremei din partea I, există un indice kn astfel încât pGRk În consecință, bila centrată în punctul /(p) cu raza / " nu intersectează mulțimea Y(A') Prin urmare /(AG) Observația După cum am văzut mai sus (§ , II, Teorema ), este adevărată și teorema inversă: orice spațiu metric separabil este un ^-spațiu cu o bază numărabilă Dintre aceste spații Hilbert, cubul gf*<> are cel mai înalt rang topologic, adică este el însuși un spațiu metric separabil și conține topologic toate celelalte spații metrice separabile Mai mult, orice submulțime a spațiului f s'° este un spațiu metric separabil Așadar, studiul -spațiilor regulate cu bază numărabilă este echivalent (din punct de vedere topologic) cu studiul submulților spațiului sau submulților spațiului Fréchet (deoarece spațiile și evident au același rang topologic) Observația Este interesant să comparăm teorema lui Uryson (și observația de mai sus) cu următoarea teoremă a lui Banach și Mazur (vezi Banach [ ], Urysohn [ ], Sierpinski [ ]): orice spațiu metric separabil este izometric pentru unele submulțimea spațiului tuturor funcțiilor continue cu valori reale, definite în intervalul - j|, |x - p |, ], adică A(x)(x) = |x - pn | Funcțiile A(h) sunt continue (prin § , IV), și deci funcția h este continuă (prin Teorema din § , II) Vom demonstra că h este un homeomorfism Lăsa ( ) lim h (xk) = h (x) Y->co Să arătăm că lim xk = x Să presupunem că această egalitate nu are k -> co locuri Atunci există > și secvența m T] pentru orice k Fie j un indice astfel încât ( ) |x - Pj\ co Hm \xk - L/| = |* - Pj\- J->sxs Prin urmare, pentru k suficient de mare \Xmk~~ Pj\ și fiecare e > există un homeomorfism h : SC -> astfel încât \II(x) - /(x)| n -> co - (x) și lim xn ■ (xn) = xk • q(x) pentru fiecare k Fie χ ^ TP - F, / -> ω atunci g(x) = £ și, în consecință, g(xn) > pentru n suficient de mare A^^-H^) x' b(x) "^ Xn Um b deci lim xn = x I-> Teorema poate fi generalizată după cum urmează Teorema Fie TP un spațiu metric separabil, și fie F p Fn submulțimi disjunse închise Apoi, există o mapare continuă f a spațiului TP pe un spațiu metric separabil care mapează seturile Fx Fn la puncte distincte px rp, din care niciunul nu aparține la mulțimea φ\TP - (Fx (J U^J], unde f este un homeomorfism pe mulțimea TP-(Fx U J Fn) Într-adevăr, aplicând din nou teorema , mapăm mulțimile Fx, F , ■ ■ secvenţial la punctele px, p , în modul cerut De asemenea, se poate obține următoarea generalizare a teoremelor lui Urysohn și Tietze Teorema Fie F - F cz TP cz și Exist există o hartă continuă g : ЖX & X care coincide cu f pe mulțimea F și fiind un homeomorfism pe mulțimea TP - F Într-adevăr, fie /* £ (H^a)X o extensie a funcției / (teorema lui Tietze, § , IV) Să punem ) g(x) = [f*(x), p(x, F), x-p(x, F)], unde x e TP V Produsul spațiilor cu bază numărabilă Seturi de prima categorie În această subsecțiune vom presupune că Y are o bază numărabilă Să notăm secțiunea verticală a spațiului TP X Y ca yx' Yx = {x}Y^Y, ') Vezi Kuratovsky [ ], Teorema § Spații cu bază numărabilă Teorema I ) Fie ZczSE /U Dacă mulţimea Z nu este densă nicăieri, atunci există o mulţime PcA' din prima categorie astfel încât pentru fiecare punct x e X - P mulţimea Zs\yx nu este nicăieri densă în spaţiul Yx Dovada Fie f , o bază deschisă a spațiului Y Punem ( ) En = E [(x) X Rn cu DPZ/X și P = E {JE U Evident, En X Rn Y și = E [Y -/WL Fie x, Y spațiul Y este dens în sine Dacă mulțimea ΓX-'XY) - din prima categorie în punctul (x, y), atunci fie mulțimea YΓ din prima categorie în punctul x, fie mulțimea Y din prima categorie în punctul y Cu alte cuvinte (vezi Corolarul IV), ( ) D (PT X Y - ) = D LX X Y) Dovada Prin ipoteza teoremei, există o mulțime G deschisă în spațiu și o mulțime H deschisă în spațiul Y, astfel încât x £ G, y £ H și (GX H) - ■) Vezi Sikorsky [ ] ) Vezi Kuratovsky [ a] și Ulam și Kuratovsky [ ], p § Spații cu bază numărabilă proprietatea primei categorii Să presupunem că spațiul SP nu este o mulțime de prima categorie în punctul x Atunci G nu este o mulțime din prima categorie, iar Corolarul la implică existența unui punct a £ astfel încât mulțimea este un set de prima categorie din spațiul ya În plus, această mulțime diferă de mulțimea ((a) X #) doar printr-un punct, și anume punctul ((a), f(a)) Deoarece acesta este punctul de acumulare al mulțimii ya (spațiul y este dens în sine) și, în consecință, nu este dens nicăieri în spațiul Ya, atunci mulțimea ((a)X^) este o mulțime din prima categorie din spatiul Ya Prin urmare H este o mulțime din prima categorie din spațiul y Dar aceasta înseamnă că spațiul Y este o mulțime de prima categorie în punctul y *VI Produse ale spațiilor cu o bază numărabilă proprietatea lui Baer Ca și în partea V, să presupunem că spațiul Y are o bază numărabilă Teorema I ) Fie Z cu Ub \ y Dacă o mulțime Z are proprietatea Bar, atunci există o mulțime PcT din prima categorie astfel încât mulțimea Zf\yx are proprietatea Baer față de yx pentru orice punct χ e UR - P Dovada Deoarece mulțimea Z are proprietatea Baer, ea poate fi reprezentată ca Z = UJV, unde U este o mulțime de prima categorie și V este o mulțime de tip (A) XD (B)] n [D (JT)B)]) = = ([D (A) P D & - A)] XD (B)} și {D (A) X [D (B) P W ~ B) ] Fie mulțimea A X B să aibă proprietatea Baer; atunci primul termen al acestei formule și, prin urmare, ultimul termen, nu sunt nicăieri mulțimi dense Prin urmare, mulțimea [D (A) f| P D (I? - A)] XD (B) nu este nicăieri dens Din Teorema , § , VII, rezultă că fie mulțimea £)(A)nD(Jr - A), fie mulțimea D(B) nu este nicăieri densă În mod similar, fie mulțimea D(A) fie mulțimea D(B) D(y - B) nu este nicăieri densă Să presupunem acum că A X B nu este o mulțime din prima categorie; apoi D (A X B) X și, prin urmare, D (A) X XD (B), conform Corolarului c, punctul V De aici rezultă, în virtutea § , V ( ), că nici mulțimea D(A) și nici mulțimea D(B) nu sunt nicăieri dense Deci seturile (i) D (A) P D (GT - A) și D (B) P D (y - B) nu sunt nicăieri dense și, prin urmare, mulțimile A și B au proprietatea Baire și niciuna dintre ele nu este o mulțime din prima categorie Astfel, condiția noastră este necesară Suficiența sa rezultă din faptul că mulțimile (i) nu sunt nicăieri dense și, prin urmare, mulțimile [O(A)Pt)(^-A)]XD"(B) și D (A) X [O(B) P D și - B)] (precum și uniunea lor) nu sunt nicăieri dense, ceea ce înseamnă că mulțimea A X B are proprietatea Baire În plus, deoarece niciunul dintre mulțimile A și B nu este o mulțime din prima categorie, atunci A X B nu este nici o mulțime din prima categorie (conform Corolarul , punctul V) Remarci Analogia dintre proprietatea Baire și măsurabilitate, pe care am subliniat-o în § , se aplică și propozițiilor tocmai stabilite Și anume, dacă ne aflăm în teoremele acestei secțiuni și în Corolarele Ia și i V înlocuim seturile din prima categorie § Puterea spațiului puncte de condensare seturi de măsură zero, iar proprietatea Baire este măsurabilitatea, obținem binecunoscutele teoreme ale teoriei măsurii') Teorema Fie {SE -> Y și = E [y - f(*)]; fie x, y spațiul Y este dens în sine Dacă mulțimea are proprietatea Baer, atunci este o mulțime din prima categorie Dovada Conform V ( ), avem D ( ) \u d D ( ) P DX Y) \u d D ( ) n D (X y) - ) Ultima mulţime nu este nicăieri densă, deoarece are proprietatea Baire (cf § II, IV, ) În plus, mulțimea D ( ) nu poate fi nicăieri densă dacă nu este goală (conform § , V ( )) Aceasta completează demonstrația teoremei, deoarece condiția £)( ) = înseamnă că mulțimea este din prima categorie (conform § , V ( )) Cometariu Dacă nu presupunem că mulțimea are proprietatea Baire, atunci este posibil să nu fie o mulțime din prima categorie* ) B PROBLEME DE PUTEREA Vom considera ^-spații regulate cu o bază numărabilă Prin urmare, putem presupune că distanța |x-y| între punctele din spațiu Cu alte cuvinte, putem presupune că luăm în considerare spații metrice separabile § Puterea spațiului puncte de condensare I Puterea spațiului Teorema Puterea spațiului C n și setăm ') A se vedea Cantor [ ], Vendikson [ ], Lindelöf [ ] ) O familie de mulțimi se numește monotonă dacă, oricare ar fi mulțimile X și Y care aparțin acestei familii, are loc una dintre incluziuni: fie X la Y, fie Y Ko este cardinalitatea spațiului și nu este cofinală cu ω, adică dacă nu este suma unui set numărabil de numere cardinale mai mici decât w), atunci există un punct de ordine ip în spațiu (adică un punct al cărui vecinătate are puterea m) Următoarea afirmație este valabilă: spațiul este format dintr-o mulțime rară și secvențe de mulțimi astfel încât toate punctele fiecăruia dintre ele să aibă aceeași ordine ) VIII Conceptul de eficienta Acest concept este de natură metamatematică: se referă la metoda de demonstrare a teoremelor existenței Se spune că o teoremă de existență, adică o teoremă de forma V având proprietatea Baer Atunci există un indice p unde a y mulţimea B > bn din prima categorie Deoarece mulțimea unor astfel de sisteme r este numărabilă, există un indice μ y, oricare ar fi r Prin urmare, mulțimea $ din prima categorie, oricare ar fi sistemul kx kn Prin urmare, uniunea (J B*( * (care este preluată de toate sistemele kx /rn)) este, de asemenea, un set din prima categorie Datorită incluziunilor R - K "s - K" a, unde £>a = - £a (pentru Ea, vezi § , XIV ) si unde se presupune ca k] este un sistem regulat de multimi inchise ) ') Vezi Luzin și Sierpinsky [ ] Ch Spații metrice II Familii monotone bine ordonate ) Teorema Orice familie bine ordonată de mulțimi deschise descrescătoare este (în mod efectiv) numărabilă Dovada Fie O; zo G r> Og+ z> - succesiune transfinită de mulţimi deschise distincte Dacă a nu este ultimul indice, atunci există un punct pa£{Ga-Ga+ ); prin urmare, există un indice n astfel încât, în plus, (i) Rn /^ => Fț+ => este o astfel de secvență Dacă a nu este ultimul indice, atunci există un punct Rn(a) P F& = P Dai Atunci, pentru a anti, I = , Apoi /a"+gW- /a" W an, n= , atunci pentru x £ Rx r) R n • • avem fa+t(x)- fa(xX~^' oricare ar fi P, Unde N*) = W Teorema noastră va fi demonstrată de îndată ce egalitatea Rn ==^ pentru fiecare n a fost stabilită Să presupunem contrariul: există n astfel încât mulțimea închisă F = FF - Rn nu este goală Fie [ap a , o mulțime numărabilă densă în F Atunci există un indice y astfel încât (i) ( >Y)=^( Aft) = /y(am)) pentru orice m Într-adevăr, fiecărui m îi corespunde un indice ym astfel încât - fv(at) la (vezi Observația , punctul II); prin urmare, este suficient ca y să fie mai mare decât toate ym, unde m = , Când În acest caz, putem presupune, de asemenea, că y > an Deoarece punctul am este situat în afara mulțimii Rn, atunci în fiecare din vecinătățile sale există un punct x și un indice > y astfel încât hm W -V"- Prin urmare, există un punct bm astfel încât I ^m &m I an rezultă că fa (bm) m) > /n, de unde bm ⊂ F Fie p un număr mai mare decât toate numerele pra, m = , Atunci (ii) f&R>m)~ h ±' m = , Deoarece funcția este punct-discontinuă pe fiecare mulțime închisă, există un punct de continuitate pentru restricția sa | F Să Ch Spații metrice (=# ) este o mulțime deschisă în F și astfel încât |/"(x) - / (x')| XW => Prin urmare (conform II, ) familia de mulțimi derivate ale mulțimii X este numărabilă; cu alte cuvinte, există un număr ordinal P - este, de asemenea, o mulțime numărabilă a g care păstrează ordinea elementelor; mulțimea J - q>(F) poate fi supusă condiției suplimentare formulate în teorema Maparea φ poate fi construită după cum urmează') Fie d , dlt o succesiune compusă din toate elementele mulțimii D și toate acele elemente ale mulțimii F care au un element învecinat În mod evident, putem presupune că mulțimea F conține primul element d și ultimul element dx Sa punem φ *o) = , φ(rfj) = și φ(θ = -^ [φ(ay -φ( ) dk, dț sunt o pereche de elemente învecinate în sistemul d , , dn x astfel încât dk^ dn-^dl În cele din urmă, pentru a > F - D setăm φ(a) egal cu infimul numerelor φ ( dn Harta φ astfel definită stabilește corespondența necesară Într-adevăr, se poate demonstra prin inducție pentru fiecare n că dacă dj și d sunt două elemente învecinate în sistemul dQ, dn -l, atunci există $ astfel încât |f( (rf,)== ( Z-F )/ ^+ Conform definiției lui m, avem u y Într-adevăr, fie R , este baza spațiului DE Pentru fiecare y £J care nu satisface egalitatea ( ), punem în corespondență un întreg n(y) astfel încât Au P Rn(y) ¥= O și RnW P ( U = - Dacă y =/= y', atunci n(y) =/= n(y') În consecință, mulțimea indicilor y care nu satisfac egalitatea ( ) este numărabilă Cazul egalității ( ) este similar Teorema Pentru orice y, cu posibila excepție a unei mulțimi numărabile, avem ( ) Int( y)= U Int( n) și y z>y ( ) Ay^~U~Ta=hâ(Ă^; și y și y unde intervalul variabilei z este mulțimea y Într-adevăr, fie y Y nu există cel mai mic element din Y Atunci y P [ , y] - P (Y P [ , r]), de unde / ([ , y]) = >Y = Γ'\ Π ( /n[ , ·?])!= n Γ ([ , Z]) Lz > y J z > y Ținând cont de ( ) și ( ), putem demonstra următoarea afirmație Teorema Cu posibila excepție a unei mulțimi numărabile de elemente, mulțimea are /-'([ , y]) =/ ([ , y]-y); G ((U ]) = / I([U ]-U) Г (У) = y]-y)P/ ([y, P-y) Ultima egalitate este o consecință a celor două anterioare: / (Y) = Г ([O, y]P[y ]) = /" ([ , y])P/ ([y, ]) Teorema corespunde următoarei inverse Teorema Fie F o familie strict monotonă de mulţimi închise numerotate în conformitate cu teoremele şi de la articolul VII de către o mulţime de indici (unde Δ] - Γ); atunci există o funcție astfel încât pentru fiecare indice y U după cum mulţimea D admite sau nu elementul care îl urmează imediat în familia F $ Cardinalitatea diferitelor familii de seturi Funcția / poate fi definită după cum urmează Fie (Агі, ASl), (Ar , AS ), o succesiune de salturi Sa punem f-=f-y și definiți funcția f după cum urmează: pentru x £ f(x)= inf y; X^AU ° pentru x C ІSh (Liya) - AGp p(x, ar) / (X) \u d rn + (sn - rn) ■ P(A, A) + p[l, ^-II(A)] :>- Să demonstrăm mai întâi că funcția f este continuă pe mulțime În acest scop, observăm dubla implicație evidentă (I) [/(*) [x £ Lu]=φ[/(xXy], adevărat pentru fiecare y din setul de indici J Astfel, fie lim xn = x, xn^ ^"f', f(x) = q, și lim f(xn) = q' Să arătăm că q = q' Pentru a demonstra inegalitatea q' > q, luăm în considerare două cazuri, în funcție de faptul că q este sau nu capătul drept al unui interval adiacent mulțimii J În primul caz, în virtutea lui VII, , avem q e J interval (r^J) Deoarece punctul x nu aparține mulțimii Ar, nici punctul xn nu aparține acestei mulțimi pentru n suficient de mare; prin urmare f(x^)^q și, în consecință, q'^-q Luați în considerare cazul în care punctul q nu este punctul final drept al unui interval adiacent; fie Yi y > ylmyn = și yn e J Pentru orice n fix avem *) Această formulă interpolează funcția / definită de condiția °: pentru x, AGn, rP $n pentru x £ - Int(Al) Dacă E = , atunci punem p(x, E) - Ch Spații metrice Astfel, se demonstrează continuitatea funcției f pe mulțimea A* Să arătăm că dacă {xn} este o secvență de elemente ale mulțimii A - Ar convergente într-un punct x, atunci f(x) = lim /(xn) TP TP n-ceai Avem dreptul să presupunem că rm^ și deci /(x) zx > z > Apoi, conform ( ), n Ag \u d PA cu P / LU, zn])c P A -= P Az, z>yn = ln = ln= z>y și deoarece [ , y] = f) [ zn}, apoi / ([ , y])= П f ([ , zn]) = n=ln=l = П Az z > y Consecințe din teorema ( ) / ([ , y]-y)cIn (lu)c:Dus:/- ([ , y]); ( ) Fr(Xy)cz/"'(y)cz П Az - {J Au c ft Az - (J Int (Li); r > y și y și y ) ( ) cu posibila excepție a unui set numărabil de indici y, avem Ay=^f~\lQ, y]), Int(Hy) = /- ([ , y]-y), Ay = Г\{y, ] -y), Fr(X?) = /- (y); § Cardinalitatea diferitelor familii de multimi ( ) dacă U ^(A')]' mo Fr (Dy) - / (y) pentru =£y=£ Pentru a demonstra relația ( ) punem rz = /(x) J, atunci / ([ , u]) cz Av cz Int (Dy) Prin urmare /- ([ , y] - y)czlnt (Dy) Restul relației ( ) este evident Formula ( ) rezultă din ( ) și ( ): Fr (Dn) - Dn - Int (Dn) c: / ([ , y]) - /"' ([O, y] - y) == = /- (y) c: r ([ , y]) c Az u s: /'' ([ , u]), de unde d n / I (y) = Pentru a demonstra formula ( ) punem f (x) y și este crescător pe mulțimea ) Fie y( și Γ(Γ) primul și, respectiv, ultimul element al lui y, astfel încât elementul IX În cazul în care Nu, Mbj punem deoarece condițiile yXy și cp(y') ^ φ(y) - t sunt echivalente Folosind formula ( ), obținem egalitatea ° Egalitatea ° rezultă din identitate {g(x) = /} == ( nenumărabil Notăm cu W* mulțimea care se obține din W prin eliminarea primului său punct (dacă există) Atunci pentru wQW* avem ( ) x C Int(Aw) și x'^Aw Într-adevăr, fie w' Ar pentru fiecare indice z > Γ(f ); în plus, xT, T - Au, adică x > In (Av) pentru orice indice " - sau oo, pe care îl numim dimensiunea spațiului , și notăm dim, ' Prin simbolul dimp ' notăm dimensiunea spaţiului W în punctul p Următoarele trei axiome oferă o definiție inductivă a conceptului de dimensiune: ) egalitatea dimj£' = - înseamnă că spațiul este gol', ) daca ' , atunci dim '= sup dini ,,#'; ) inegalitatea dinip C u ~ înseamnă că există vecinătăți deschise arbitrar mici ale punctului p a căror limită are dimensiunea ->n Aserția poate fi formulată într-un mod echivalent în termeni topologici: ') Ideea definirii dimensiunii se întoarce la Henri Poincaré ([ ] și [ ] p ) Atunci această definiție a fost formulată cu precizie de Brouwer ([ ], p și [ ], p ) Teoria dimensiunilor, bazată pe o definiție foarte apropiată de definiția Poincaré-Brauer, a fost creată și dezvoltată independent de C Menger și P Urysohn în numeroase lucrări începând din Vezi Menger [ ] și Urysohn [ ] O expunere mai modernă a teoriei dimensiunii poate fi găsită în lucrarea lui Gurevich și Walman [ ] Teoria dimensiunilor bazată pe conceptul de omologie a fost construită de PS Aleksandrov [ ] § Definiţii Proprietăți generale x) dirrip ăP n -f- I dacă și numai dacă fiecare vecinătate a punctului p conține o vecinătate a punctului p a cărui limită are dimensiunea , deoarece limita intervalului este formată din două puncte și, prin urmare, are dimensiunea În mod similar, planul are dimensiunea (deoarece cercul are dimensiunea ), și, în general, Spațiul euclidian /-dimensional ( fn are dimensiunea n Dovada că dimensiunea acestui spațiu este exact n este mai puțin elementară, vom reveni la aceasta în § II Dimensiunea submulţilor Fie și p - arbitrare punctul multimii E Inegalitatea dimp E n , in virtutea lui ), inseamna ca exista o vecinatate deschisa arbitrar mica a punctului p fata de E, a carui limita fata de E are dimensiunea n; cu alte cuvinte, există o mulțime deschisă arbitrar mică G care conține punctul p astfel încât dim Într-adevăr, granița mulțimii E ("IG în raport cu E, prin definiție, este mulțimea (£ P EPO) - (E p G) = (£ P ffÎG) - G Teorema Dimensiunea unei submulțimi nu depășește dimensiunea întregului spațiu Dacă p^E, apoi dimpZ: dim^X Dovada Argumentând prin inducție, putem presupune că această afirmație este valabilă pentru un spațiu /r-dimensional și că dimp e T^ /r-j- Fie atunci O o vecinătate deschisă a punctului p astfel încât dim [Fr(G)] n Este necesar să se demonstreze că granița mulțimii E fi G față de E are dimensiunea n Dar limita relativă este egală cu (£ P E P G) - O c G - G = Fr (O), Ch Spații metrice și, prin ipoteza de inducție, avem inegalitatea dim ((E P E fl G) - G) dim [Fr (G)] n Teorema Pentru dimpE unde este o mulțime deschisă dată și Fj, F , • • • sunt mulțimi deschis-închis Partea dreaptă a ultimei egalități este expansiunea dorită Corolarul urmează direct din Ia *Teorema /!) În orice spațiu zero-dimensional, orice mulțime de tip G , atât dens, cât și de graniță, este rezultatul unei (^-operații aplicate unui sistem regulat (§ , XIV) de mulțimi nevide deschise-închise {A* *}■ astfel încât o'h-h' •,,) Ak} Să presupunem că P fz kn- Deoarece, în plus, p £ Gj , există un indice kn+ astfel încât P € *n*n+ - Astfel, ajungem la formula ( ) P P ^ktk P Aktk-j^ P •••■ Pe de altă parte, dacă această formulă este valabilă, atunci din includerea (i) rezultă că I Teoreme de reducere și separabilitate În spațiile separabile zero-dimensionale, teorema din § , XII admite următoarea rafinare: se poate presupune că mulțimile Ft din formula ( ') sunt deschise-închise Într-adevăr, următoarea afirmație este valabilă (cf teorema lui Lindelöf) Teorema (teorema reducerii)') Fie YG un spațiu zero-dimensional Atunci orice succesiune (finită sau infinită) de mulțimi deschise Go, Or, corespunde unei secvențe de mulțimi deschise disjunse Ho, Hx, astfel încât ( ) Hi^Gt și Ho U H{ U • ■ • = Du-te I) Oi U ■ ■ ■ corolar ia) Renumerotăm dublul într-o secvență simplă Lăsa Prin urmare, dacă R~ = GQ[) G{\J , atunci seturile Hi sunt clopen Într-adevăr, punem G; = Flt U Рц i U ■ unde mulțimile Fltj sunt deschise-închise (vezi I, șirul {/, y'} n~(ț(i, J) este un număr întreg corespunzător perechii (r, y) Fie Fi'j - Ft'j - U Fk> i, unde uniunea este preluată peste toate perechile (k, I) astfel încât φ(&, /) sunt disjunse pe perechi Din teorema reducerii rezultă următoarele Teorema (teorema de separabilitate) Fie dată o succesiune (finită sau infinită') de mulţimi închise Fo, Fv într-un spaţiu cu dimensiuni zero EE astfel încât Fo ∩ F\ A ••• = ; atunci există o succesiune de mulţimi deschis-închis Eo, Ex, astfel încât Pi^Ei şi Eo P Eg P = În particular, dacă A și B sunt două mulțimi disjunse închise, atunci există o mulțime clopenă E astfel încât A c; E şi E[\B ~ O ) Într-adevăr, aplicăm teorema de reducere prin setare С?г- = аГ - Ft și ЕІ - Л'~НІ Prin presupunere și datorită formulei ( ), avem ST OO OO U Gz=^-n FZ = ^==U = = i~ În consecință, mulțimile Hz, precum și mulțimile £'z, sunt clopene Mai mult, din ultima egalitate rezultă că ^oA^dL ••• = , iar din includerea HiaGi rezultă că F^E^ A doua parte a teoremei poate fi generalizată după cum urmează Teorema a Fie un sistem finit Până la Ak submulțimi închise care nu se intersectează ale unui spațiu zero-dimensional Apoi există un sistem Po, , Fk de mulțimi disjunctive clopen astfel încât G = Fo U • ■ • U şi Ata Ft Să folosim inducția Pentru k - teorema este adevărată; să presupunem că are loc pentru k - , fe Atunci există un sistem de mulțimi disjunse clopene Po, Fk , F*, astfel încât EE - Eo U ••• U Fk- UF , AoczFq Ak cl Fk , A-i U Ak cu R\ Aplicând teorema la perechea de mulțimi Ak v Ak și la mulțimea F* considerată ca spațiu, obținem AkccFk, Fk (] Fft = , ■) Aceasta arată că în spațiile zero-dimensionale axioma normalității poate fi formulată într-o formă mai convenabilă Topologie, vol I Ch Spații metrice unde multimile si se deschid in multimea F* si, in consecinta, in spatiu Corolar Orice submulțime deschisă total mărginită G a unui spațiu zero-dimensional are forma ( ) Fo U Z ! II Ft A F j = dreapta lim d(F") = , unde F£ sunt mulţimi deschise-închise Corolarul Fie F o submulțime închisă nevidă a unui spațiu zero-dimensional Apoi, există o mapare continuă a spațiului dat în mulțimea F, care este identică pentru mulțimea F Cu alte cuvinte, mulțimea F este o retragere a spațiului dat (Vezi Sierpinski [ ], p ) Din aceasta rezultă (§ , V, ) Corolarul Orice funcție continuă f definită pe o submulțime închisă F a unui spațiu zero-dimensional poate fi extinsă la întreg spațiul astfel încât valorile sale să nu depășească mulțimea f(F) Să demonstrăm Corolarul Pentru aceasta, în conformitate cu Corolarul Ia de la punctul I, considerăm o succesiune de mulțimi clopeni mărginite Fo, Fr care satisfac primele două egalități stvam ( ) Fiind complet mărginite, mulțimile Fn au forma Fn = Hn {J {]Hnkn, unde Fie Gni o mulțime deschisă astfel încât Нпі сд Gni a: F*n și (Gn() Fik,' ••• este secvența dorită Astfel, se stabilește Corolarul Din aceasta obținem Corolarul Putem presupune că spațiul este complet mărginit, deoarece fiecare spațiu metric separabil este homeomorf la un spațiu complet mărginit (§ , II, corolar la) Setăm G=i F - F În conformitate cu Corolarul , luăm în considerare șirul de mulțimi clopen nevide Fv F , § Spații zero-dimensionale /W=f condiție satisfăcătoare ( ) Fie pn un punct al mulţimii F astfel încât co p(pn ^xp^ ^)+ - Sa punem x când x £ F, pn când x £ Fn Deoarece mulțimile Fn sunt deschise și disjunse, maparea / este continuă pe mulțimea G Pentru a demonstra că este continuă pe mulțimea F, punem (ii) x e F, x = lim xn, xn e G, deci xn e Fk L-> p Deoarece mulțimea Fn este închisă și nu se intersectează cu mulțimea F, ea poate conține doar un număr finit de elemente ale șirului xP x Prin urmare (vezi ( )), lim ('F* ) = Pe de altă parte, condițiile (ii) implică faptul că lim p(T, Fk ) - l->co p si (dupa (i)) lim UPftJ - O, de unde n -> co n lim\xn - ptl\ = , adică lim | x" -/(x") | = , / ->co l->oo lim /(*n) = lim xn = x = /(x ), n->co n->co ceea ce înseamnă că harta f este continuă în punctul x Corolarul Fie Fr " Fv o succesiune (finită sau infinită) de mulțimi închise Apoi există o succesiune de mulțimi deschise Bo, B{ astfel încât CO co ( ) F^-ftF^B și A^ = / Z = O /=C Într-adevăr, punem în teorema ( ) G; = JT-F și U "/• În plus, să punem ( ) S - U Hit de unde S = U Gz = • = Apoi, în virtutea ( ), ( ) și ( ), Рі - П Рт~ U Gm-Oi = S-Gi = (Bi Hi)-Gi^ m= m= = (ві - Gz) U - Oz) = Bt - Gz c Bt * Ch Spații metrice Pe de altă parte, deoarece Bj = - Hit, atunci, conform ( ), co co co P " = GI ($-/L)=$-u n^o i = i - i = După Corolarul , § , II, fiecare spațiu metric separabil este o imagine continuă a unei submulțimi a spațiului numerelor iraționale Această afirmație poate fi generalizată după cum urmează Corolarul ) Fie F o familie de (mulțimi) continuu de cardinalitate Atunci există o mulțime astfel încât fiecare mulțime din familia F este o imagine continuă a mulțimii Z Dovada Punem F={EZ], unde z^e/K Notăm cu Nz mulţimea elementelor mulţimii q/JF astfel încât y = z , y =z , y = z , Deoarece Nz = s/r>, atunci, prin Corolarul , § , II, există o mulțime Az c: Nz astfel încât mulțimea Ez este imaginea ei continuă Sa punem U Az zgoV Deoarece mulțimile Ng sunt disjunse și închise în mulțimea Az este închisă în Z și, prin urmare, prin Corolarul , este o imagine continuă a mulțimii Z Prin urmare, mulțimea Ez este și o imagine continuă a mulțimii Z III Teoreme despre unirea multimilor zero-dimensionale Teorema Dacă spațiul poate fi descompus într-o serie (finită sau infinită) de mulțimi închise: dat punctul p, atunci întregul spațiu are dimensiunea la p Fie B o bilă deschisă centrată la p Să construim o mulțime clopen astfel încât p £ G c B Mulțimea O este definită ca unirea mulțimii de mulțimi crescătoare deschise Gn Definim multimile Gn prin inductie simultan cu multimile deschise crescatoare Hn in asa fel incat sa fie indeplinite urmatoarele doua conditii: ( ) Op p Np = o, (ii) An cu Gn și e p ') Vezi Sierpinski [ ], p § Spaţii zero-dimensionale Deoarece mulțimea Ar are dimensiunea în punctul p, există o mulțime Flt care conține acest punct care este deschis-închis față de Deoarece mulțimea Ar este închisă, Fj și Am sunt de asemenea închise Mai mult, putem presupune că mulțimea Fj este conținută în bila B, astfel încât mulțimile Fj și (A[ - Fj) U (^ - B) sunt închise și nu se intersectează Datorită normalității spațiului, există seturi deschise și Hx astfel încât F^Oj, (A; - FJ U (^ - B)a Hr și C T|R = Prin urmare, condițiile (i) și (ii) sunt îndeplinite pentru n= Să presupunem că sunt satisfăcute pentru n; să le dovedim pentru pD- Deoarece mulțimile Λn+ Q Gn și Λn + Γ)Hl sunt închise și nu se intersectează, iar mulțimea Arr + are dimensiunea , atunci, în virtutea teoremei II, , există o mulțime Fn+ care este se închide în astfel încât Fn+ (] Gna:Fn+v Fn+ (]Hn = În plus, mulțimile Fn și Fn+ - Fn + sunt închise (deoarece mulțimea Dn+ - Fn+ j este relativ inchis in multimea Rn+ , care este ea insasi inchisa), deci multimile (Gn I) Fn+ ) si Hn U (An+I - Fn+i) sunt inchise si nu se intersecteaza Datorita normalitatii de în spațiu, există mulțimi deschise Gn + și Hn+ astfel încât "U^n+iC:Gn+ , W"U(A"+ ~F"+ )cH"+ și Ol+ PY"+i = Astfel, condițiile (i) și (ii) sunt îndeplinite pentru PD- În plus, întrucât mulțimile On și Hn sunt crescătoare, din condiția Π H " = rezultă din (i), că GnnHm - Q, oricare ar fi n П Hn+k = Prin urmare, dacă punem G \u d și Op și H - și np, n = n = atunci G H = Pe de altă parte, datorită (ii), CO co U An X avem f(x) = ; deci Ig(p) - z(x)l ^-D- /aici ' \identificăm șirul z - țz , z , zl, ] cu numărul > *, gi X + -+ eu З ' / Astfel, numărul z(p) nu poate aparține închiderii mulțimii de numere z(x'), adică z(p~) -z(X) Corolarul a Setul Cantor % are cel mai înalt rang topologic dintre toate spațiile zero-dimensionale Într-adevăr, mulţimea % este zero-dimensională, ca o mulţime de graniţă pe linia reală (vezi § , I, exemple) Cometariu Mulțimea numerelor iraționale ale intervalului g are aceeași proprietate Într-adevăr, mulțimea, ca spațiu al tuturor secvențelor infinite de numere naturale, conține mulțimea de secvențe formată din două numere și , homeomorfe la mulțimea X • • ) = Această afirmaţie rezultă din faptul că XX • • • prin Corolarul a, § , V Spații numărabile Teorema Orice spațiu de cardinalitate mai mic decât cardinalitatea continuumului este zero-dimensional În general, dacă un spațiu are un ordin mai mic decât c într-un punct p (vezi Sec , VII), atunci spațiul este zero-dimensional în acel punct Într-adevăr, printre bile cu raza Mulțimile închise în Bk sunt /^-mulțimi, deoarece Bk este o mulțime Fg, iar uniunea numărabilă a /^-mulțimii de dimensiune n - , prin ipoteza de inducție, este (n - )-dimensională, deci dimSft Astfel, egalitatea CO Z CO h / co " Bt = [ U JU și - • $ *)) este o reprezentare a pro- d= \d = / \d= ' / spațiu sub forma unei uniuni a unei mulțimi de dimensiuni n - І și a unui set de dimensiuni Prin urmare, în virtutea teoremei , spațiul are dimensiunea n Corolarul a Unirea unei mulțimi numărabile de mulțimi Pa n-dimensionale este o mulțime n-dimensională Corolarul Unirea a două mulțimi n-dimensionale, dintre care una este atât o mulțime Fg, cât și o mulțime G&, este o mulțime n-dimensională Consecința c Dacă un punct este adăugat la un set (nevid), atunci dimensiunea acestuia nu se schimbă Corolarul Fie date o mulțime E și un număr întreg n; există o mulţime S de tip Fo astfel încât dim (E(n)- )<>- > E(n)Cc(E- )( ) și dim [E(n)- ] ■ rezultă că dimp^n Corolarele a- c pot fi obținute cu ușurință din teorema (vezi demonstrația corolarelor în § , III) Din Corolarul a putem deduce că dim (E (] ) n - , dacă luăm mulțimea din § , III, și considerăm mulțimea E QS ca un spațiu În special, să coincidă mulțimea E cu întregul spațiu (n-dimensional), apoi E(n) - SE și -S)( ), de unde dim(Jt - S) - Astfel, se stabilește Corolarul d Inlocuind in acest corolar multimea E cu multimile E-O si respectiv E si G, we § Spații de dimensiune n să demonstrăm existenţa a două /^-mulţimi S şi W astfel încât dim( Qf - G) este necesar și suficient ca acesta să fie unirea mulțimilor (n- - ) de dimensiune Pentru u == teorema este evidentă; să presupunem că este adevărat pentru n - Prin corolarul d, un spațiu n-dimensional este uniunea mulțimilor -dimensionale și (n - )-dimensionale Descompunând ultima mulțime în n mulțimi zero-dimensionale, obținem o descompunere a spațiului dat într-o sumă de mulțimi zero-dimensionale Din teorema rezultă direct că uniunea ("+ ) a mulțimilor zero-dimensionale are dimensiunea n Corolarul ) Dacă dim A = n și dim B - m, atunci dim (A U B) n t D- *) Vezi Gurevich [ ] și Tumarkin [ ] ) Acest corolar poate fi dedus și prin inducție completă din definiția dimensiunii (mai precis, din § , II ( )) Vezi Menger[ ], p Grădina Zoologică Ch Spații metrice II Separabilitatea seturilor închise Teorema I ) (vezi § , II, ) Fie A și B două mulțimi disjunse închise într-un spațiu n-dimensional, atunci există o mulțime deschisă G astfel încât Ac:G, Gț\B = Q și dim [Fr(G)] n- Mai general: Fie A și B două mulțimi închise care nu se intersectează, E o mulțime de dimensiune n^- (situată în spațiul LE de dimensiunea arbitrară y, atunci există două mulțimi închise M și N astfel încât - M(]N, A[\N = G rezultă că (a) Π (LE* - G) - , de unde A P N = /' (a) P G (^* - G) = T [(a) A C# "* b)] = ( ) - O, și din condiția L ^ LE* - G rezultă că Br | LI = În sfârșit, deoarece mulțimile E A LI ( N și f(E)f\(G - G) sunt homeomorfe (deoarece M A N cLE - (A (J B)), dim (E A M A N) n - Pentru a deriva prima parte a teoremei , se stabilește E = LE și G = LE - N Vezi Gurevich [ ], Tumarkin [ ], Uryson [ ] jȘ Spații de dimensiune n Cometariu Teorema - în cazul unui spațiu /-dimensional - oferă o proprietate mai puternică decât proprietatea de normalitate Evident, în cazul nostru axioma de separare ar putea fi formulată astfel: orice pereche de mulțimi disjunctive închise poate fi separată printr-o mulțime închisă Această afirmație corespunde Corolarul Ia Orice pereche de mulțimi disjunctive închise situate într-un spațiu n-dimensional poate fi separată printr-o mulțime închisă de dimensiune ^n - Într-adevăr, granița mulțimii G considerată în teorema este o mulțime de dimensiune n - care separă mulțimile A și B' Corolarul Condiția teoremei este necesar și suficient pentru ca spațiul să aibă dimensiunea A(Uu^) = A Din motive de simetrie Q L (A U B) - B Deoarece (R L Q) - (L L B) = K W L N) U (A L #)] - (L L B) cu M L N, apoi dim [(A L Q) - (L L )] dim (M f]N)^n - *) Vezi Gurevici [ ] § Spații de dimensiune n În cele din urmă, seturile M și N sunt închise în mulțimea -(LL#) de aceea multimile P si Q sunt inchise (in JT) Cometariu Remarcăm următoarea teoremă, care generalizează Corolarul din § , II, la spații /-dimensionale: orice funcție continuă f definită pe o submulțime F închisă a unui spațiu n-dimensional metric separabil poate fi extinsă la întreg spațiul astfel încât mulțimea punctelor sale de discontinuitate are dimensiunea ) Vezi Popruzhenko [ ] Conform unei remarci a lui Otto, se poate scăpa de presupunerea că valorile funcției / sunt reale ) Teorema pentru cazul final a fost obținută de Menger [ , p Vezi și Uryson [ ] Ch Spații metrice În cele din urmă, fie p £ Hia A ■ · ■ A Hіn+ > atunci există un indice J^n și doi indici diferiți i și I' astfel încât p £ Vjt A Vp' Dar aceasta contrazice presupunerea că mulțimile Vy - , V? , , nu se intersectează Corolarul Ia Să presupunem că dim O = ha; atunci secvența Go, Gv din Teorema , § , VIII, poate fi supusă următoarei condiții suplimentare (n) Gj A • • • A Gi = , oricare ar fi n satisface condiția D/ După cum vom vedea mai jos (în al doilea volum), este valabil și invers Să stabilim acum câteva proprietăți ale spațiilor care sunt importante pentru aplicații și satisfac condiția Dn; aceste proprietăți (în virtutea teoremei ) sunt posedate de fiecare spațiu de dimensiune <>m Teorema Gol = Du-te U U gm este o oarecare descompunere într-o uniune finită de mulțimi deschise a unui spațiu care satisface condiționat Dn Apoi există un sistem de seturi deschise Po, Hm, astfel încât ( ) = \]Hm, H^Oi și R/oA P^n+ = , oricare ar fi indicii i există un sistem de domenii închise Ho Hm care satisface relația ( ), unde mulţimea G este o bilă generalizată deschisă cu raza e, al cărei centru este mulţimea Ft Teorema Daca spatiul care satisface conditia Dn este dens in sine si multimile deschise G[ ale descompunerii t^r=G [J U Gm sunt nevide, atunci multimile H din formula ( ) pot fi alese astfel încât să îndeplinească condiția Иz=^= pentru i = , , , i e Deoarece spațiul este dens în sine, mulțimile Gz sunt infinite Prin urmare, în fiecare dintre ele, se poate alege un punct pz astfel încât puncte rt au fost diferite în perechi Sa punem °'i = Gi-(Po Pi-v Pi+v •• • ■ Pt\ Apoi ^ = GoU ••• UGО" În virtutea condiției Dn, există un sistem de mulțimi deschise Dar, Nt, așa că ( ) E = HO\] \}Hm, HicG^Gi, R/oP PH/,r+I = Deoarece pt$,G* pentru atunci p e Hj, de unde, în virtutea primei egalități ( ), p e H^ Având în vedere condiția relativă D", putem obține următoarea afirmație Teorema Fie într-un spațiu (de dimensiune arbitrară) dată o mulțime E care satisface condiția Dn și un sistem de mulțimi deschise Go, , Gm astfel încât E Oa\} U Gm\ atunci există un sistem de seturi deschise Ho Ht, îndeplinind condiţiile ( ) Ec=Haoi • • • U Rm, Ht^Gi și Hi(> P LPip+i = , oricare ar fi indicii Dacă, în plus, mulțimea E este închisă și Go (J • • ■ U Gm = jy, atunci există un sistem de mulțimi deschise Qo, , Q,n astfel încât ( ) = QzcGz și E P O, i - , tn, atunci putem presupune că Q > O, i - , m, Topologie, vol I Ch Spații metrice Dovada Seturi E A G; sunt deschise în E și satisfac egalitatea E = (E A G )UU (E A Gm), deci proprietatea Dn, care este îndeplinită de mulțimea E, implică existența unui sistem de mulțimi Ao Am deschis în E, cum ar fi acea ( ) £ = Doi LMm D/sDASdsO; și L/oP • n^/n+ = În virtutea teoremei din § , XI, există un sistem de mulţimi deschise Vo, Vm astfel încât A ,=E(] V: și V: A • ■ LK- = Mulțimile z-A /, Z = , m, sunt cele necesare În cazul în care mulțimea Ε este închisă, setăm (J (O; - E) Din relația ( ) obținem ( ) y^ = ^yH/)u^yCr ~Ei ( ) DA^A LA^^L^A AA/n+ = și flzc=G; În virtutea relației ( ) și a Corolarului , § , III, există un sistem de mulțimi deschise Qo Qm astfel încât -Q U • ■ • U Qra şi Qt Deoarece AiczHiciRl, atunci RL =/= Prin urmare, putem presupune că Qi Ф , deoarece fără a încălca condițiile ( ), putem adăuga la mulțimea Qi o mulțime deschisă arbitrară (nevide) a cărei graniță este cuprinsă în Pentru aplicații, avem nevoie de următoarele Teorema Fie Ko, Ks un sistem de mulțimi deschise astfel încât = K \J UK mulţimi închise a căror intersecţie Lo A A A satisface condiţia Dn Apoi, există un sistem de seturi deschise Go, Gm, astfel încât care Gi n - Prin corolarul d, itemul I, există o mulțime S de tip Fa astfel încât dim S d) (Y X /) = Dovada Punem dimaYY - m și dimfty - n Apoi există două mulțimi deschise R și S astfel încât a^R, b(R) (vezi Menger [ ]) Acest lucru poate fi văzut în exemplul produsului cf X X, unde spațiul A este uniunea punctului O I \ și intervalele '~n) cu impar n- IX Mapări continue și unu-la-unu ale spațiilor n-dimensionale Prin Corolarul , § , II, orice spațiu metric separabil este o imagine continuă unu-la-unu a unui spațiu -dimensional Această teoremă poate fi consolidată după cum urmează: Teorema * ) Orice spațiu metric separabil Λ de cardinalitate c este o imagine continuă unu-la-unu a unui spațiu separabil n-dimensional pentru fiecare x- finit sau infinit Dovada Considerăm mai întâi cazul dim X = Fie / un spațiu n-dimensional (de exemplu, y = g\ n T Apoi maparea fg' I -* Y este continuă și unu-la-unu X Observații despre teoria dimensiunii aplicată spațiilor metrice arbitrare În §§ - ipoteza că spațiul în cauză este separabil a fost esențială Trebuie remarcat faptul că unele dintre rezultatele stabilite pentru spațiile separabile pot fi extinse la spații metrice arbitrare (și chiar la spații normale) dacă se introduce o definiție adecvată a dimensiunii, § Spații de dimensiune n Există mai multe definiții ale dimensiunii care sunt echivalente pentru spațiile separabile metrice Situația este cu totul diferită atunci când spațiul nu este considerat a fi separabil În acest caz, avem mai multe definiții, în general, diferite În primul rând, dimensiunea inductivă, notată indST, pe care am definit-o în § (condițiile - ) Apoi dimensiunea combinatorie, notată dim F, unde egalitatea dim ⩽ T ⩽ n este echivalentă cu condiția Ol (vezi § , III) În sfârșit, dimensiunea inductivă "mare" (vezi Cech [ ]), notată cu Ind, este definită astfel: Ind ==- și Ind n dacă și numai dacă pentru orice multime inchisa F si fiecare multime deschisa G care contine F, exista o multime deschisa SI astfel incat F (Z = , , u); punctele p și p; tratate ca vectori!) Punctele p , pn se numesc vârfuri ale simplexului Coeficienţii p se numesc coordonatele baricentrice ale punctului p faţă de punctele pb pn * ) Orice simplex al formei p-^, se numește față a simplexului = (p pn) Evident, S este uniunea tuturor fețelor p^) din simplexul S și, prin urmare, constă din toate punctele p care îndeplinesc condiția care decurge din condiția ( ) dacă înlocuim inegalitatea strictă Xr > cu inegalitatea d) > Mulțimea S poate fi definită și ca cea mai mică mulțime convexă care conține punctele p pn (convexă se numește o mulțime care, împreună cu orice pereche de puncte, conține un segment de dreaptă care leagă aceste puncte) Dacă toate fețele unui simplex S nu se intersectează, atunci acest simplex se numește simplu (sau nedegenerat) Această condiție este echivalentă cu independența liniară a vârfurilor simplexului S; reamintim că un punct p depinde liniar de punctele p , , pn dacă există un sistem de numere Zo, Xl care satisface cele două egalități ( ) În alți termeni, mulțimea tuturor punctelor care depind liniar de punctele p , , pn se numește varietatea liniară definită de aceste puncte; prin urmare, un simplex este simplu dacă niciunul dintre vârfurile sale nu aparține varietatii liniare definite de toate celelalte vârfuri Se spune că un simplex simplu cu nfl vârfuri are dimensiunea geometrică n, la fel ca o varietate liniară definită de /r-f-I de puncte liniar independente După cum vom vedea ') Fie dați doi vectori p = (хі, , xk) și r = (>! yft) în spațiul euclidian; a-prioriu, P r = (x{ -j- y ( , Xj "Nu) • Fie Ă, un număr real; prin definiție, Xp = (? x , , Txk) ) Punctul p este centrul de greutate al sistemului de puncte ra pp, dacă punctul p( este purtătorul de masă $ Simplexuri, complexe, poliedre (în partea II), dimensiunea geometrică a unui simplex coincide cu dimensiunea sa topologică (în sensul definiției de la § ) În special, un simplex de dimensiune n - se reduce la un singur punct; a (simplu) simplex (pL;b) este un segment de linie dreaptă fără capete; simplexul simplu (p pir ) este interiorul triunghiului Teorema Orice punct p al simplexului degenerat S = (p pn) aparține unei fețe (p p( pentru k și că, în plus, dintre numerele z/pz pentru care pz > , numărul Xn/vn este cel mai mic (numerele Zo, , îndeplinesc condiția ( )) Sa punem = - - B, la Z - , p Și eu Apoi p - Top • ■ ■ + ^nPn, %o ~b • • • ~b = și Deoarece Kn - , atunci p £ (p pn-i), care trebuia să fie demonstrat Presupunând în această teoremă că întregul k este cel mai mic posibil, obținem că orice punct al simplexului S aparține unora fața simplă a simplexului S Aceasta implică și faptul că ( ) S = F U U/Tn unde Po, Fm este sistemul de fețe simple ale simplexului S Se spune că o mulțime (finită sau infinită) de puncte p , plt a unui spațiu este în poziție generală (în acest spațiu) dacă vreun sistem p, o , L n-[- și L este o varietate liniară n-dimensională, atunci punctele p , pr, poate fi supus următoarei condiții suplimentare: toate simplexele (p^ ) (unde l -* n) nu sunt se intersectează cu varietatea L Într-adevăr, notăm cu p n Y mulţimea liniar independentă de puncte care defineşte varietatea L și construiți punctele pt la printr-un proces similar celui precedent ° Punctele p , px, pot fi alese astfel încât să fie îndeplinită următoarea condiție: fie Vo, , Vt varietăți liniare definite prin mulțimi disjunse formate, respectiv, din - elemente ale mulțimii p , pr unde k n-|- , atunci simplecele ^Pi , Pi^)' k^ n, sunt disjunse pe perechi Pentru a determina punctul pt, se consideră, împreună cu varietățile construite mai sus, toate intersecțiile posibile ale acestora, precum și toate varietățile =P îi corespunde un complex închis simplu C-(R Rm) care satisface condiția ( ) și astfel încât b(Rj) oo valoarea s' £ A rezultă că = și, în final, a £ AQ P L A- Fie Qt fața simplexului S opus vârfului p, adică, ( ) Qi = (Po Рі-іРі+і ••• Rp)- Teorema Fie Ao An mulţimi închise, astfel încât ( ) = l i și A- ( ) Arne( = ; apoi Ao P P A În plus, ipoteza că mulțimile At sunt închise poate fi înlocuită cu condiția ca acestea să fie deschise în S În conformitate cu teorema , trebuie să stabilim includerea ( ) Să presupunem că nu are loc; apoi în simplex (pt Ch Spații metrice Prin urmare, pe baza egalității ( ), există un indice i astfel încât ( ) i =^= Zq, , Z Zft, ( ) aE^i- Inegalitatea ( ) implică faptul că Pentru a demonstra cea de-a doua parte a teoremei , presupunem că mulțimile Ao An sunt deschise în S și notăm, în conformitate cu cu § , III, prin Ad, Un sistem de mulţimi închise astfel încât S = /loU ••• IM" și A*c=Az, de unde A*n n- Să presupunem că dim S /r - Sa punem (Da) P^SQ,, unde Qi este definit prin egalitate ( ) Este evident că (I) = p u U Rp- Prin urmare, în virtutea inegalității dimS^/i - și a Teoremei , § , III (teorema de descompunere), obținem că există un sistem de mulțimi deschise Un astfel încât δ = Lou U An, Lo Π • ■ ■ A^n = și Arc = P( , de unde A, Γ ) ( ) ^Z = GZU(S-XO-QZ) Atunci (pentru z > ) /lz П Qz = ; П Qz = , deoarece mulţimea Gz este deschisă şi Gz П Q; = prin presupunere În plus, în virtutea ultimelor incluziuni ( ) și ( ), avem Ао () Qq = Prin urmare, egalitatea ( ) este valabilă pentru orice i = , n Pe de alta parte, Dou iln = n u( u u Gn)u [S-Do - (Q, f) ••• DU și întrucât relația Q П ••• A == este evidentă, iar în virtutea ( ) și ( ) p e A și S - (GZU UGn)cX U(S-Â ), atunci egalitatea ( ) este valabilă Prin urmare, pe baza teoremei , avem Până la P P D" ¥= , de unde S o mapare continuă a mulțimii S în sine Apoi există un punct fix al acestei mapări, adică un punct x , astfel încât f (x ) = x Trebuie să arătăm că dacă ideea x \u d Xo /> o + unde xz;> o și A,! *) Pentru demonstrație, vezi Knaster, Mazurkiewicz și Kuratowski [ ] Ch Spații metrice punct aliniat /(n*) - A*po+ atunci există un punct x astfel încât Z; == (i = , , n) Astfel, mulțimile Ai = E identică pe mulțimea " Cu alte cuvinte, setul &>n nu este o retragere a mingii n+ Să presupunem, dimpotrivă, că ( ) / D] = Z ! P H , •••, A p L] D) F P ••• P F l-i P N p, An - Fxț \ P / V Fie Gi~ gn - H( Deoarece G > F^, avem Loi U /Vj U (С?і fi Z ) and și (CіP ■■■ P O "-i PYal) și (Oi P ps ") \u d lung Este ușor de verificat dacă ipotezele teoremei sunt îndeplinite Prin urmare, (FjfWn P(/ LPNn) = DOP ••• P ^ Teorema admite următoarea generalizare Teorema Fie Px, F , și Hx, H , două șiruri infinite de mulțimi închise în cubul g*> astfel încât q*°=Pn\)Hn și pn^Vn = Q = Hn^Wn Apoi p (G "PYAL) # = O L = Notăm cu Jn mulțimea punctelor x = [x , x , ■ ■ ] ale cubului g*n astfel încât xn+ - xn+ = = Mulțimile Jn și dn sunt în mod evident homeomorfe, iar sub acest homeomorfism mulțimea VrΠ^l și fața xt = sunt în corespondență unu-la-unu În mod similar, mulțimea Wt ț\Jn și fața xt - sunt în corespondență unu-la-unu Prin urmare, teorema poate fi aplicată mulțimii Jn Atunci JncFi\SHl, nu poate fi descompus într-o uniune (numărabilă) de mulțimi -dimensionale (mai general, nu poate fi descompus într-o uniune numărabilă de spații cu dimensiuni finite) Într-adevăr, fie Qx, Q , o succesiune infinită de mulțimi -dimensionale aparținând cubului g^ Să demonstrăm asta OO UQ"#= >i=i § Simplexuri, complexe, poliedre Deoarece Vn și Wn sunt mulțimi disjunse închise, iar Qn este o mulțime zero-dimensională, atunci, în virtutea teoremei din § , II, , există două mulțimi închise Fn și Hn astfel încât ^ "o = GliYal, = = și FnftHn(]Qn - , Unde Apoi, în virtutea teoremei , CO CO co o #= n P np) cz l (^s" - Qn) = și Qn- = / = = Remarci I Fie An mulțimea punctelor x = [l-p x , xn, , , , ] cub sunt în impas, indiferent dacă l n+ există un complex simplu {de dimensiune sunt prealocate Într-adevăr, în I, punem r = n \ și notăm cu N complexul format din simplexele {p p, ) astfel încât Gig П ••• П Gtk ¥= Datorită (n), aceste simplexe au dimensiunea n iar complexul este simplu Prin urmare, este nervul sistemului {Go Gm} VI Mapări ale spațiilor metrice în poliedre ') Fie [Go Gm] un sistem de subseturi deschise ale unei metrici spațiu și {pQ, , pm} este un sistem de puncte al unui spațiu euclidian Sa punem ( ) G = G U u ,n și Ft = G - Gt O mapare x a unei mulțimi G se numește corespunzătoare sistemelor (Go, Gm) și [p , / m) dacă ( ) u (x) = Xo (x) • p -\- -(x) • rt, Unde /CHL О ( Р (Л' Fj) ( ) p(x, ^ ) + + p(x, ^m) (sunt de acord să presupunem că p(x, ) = ) Teorema Punctul x(x) aparține închiderii simplexului (simplu sau singular) S = {p pm) și are coordonatele baricentrice X (x) Xm(x), adică ^o(x)+ ••• ~^m(x) - și (x) Pentru a verifica acest lucru, este suficient să stabilim că numitorul din formula ( ) nu se transformă în în niciun punct x Reamintim că, deoarece mulțimile F t sunt închise în G, avem identitatea ( ) [p(x, Ft) = ] = (x ⊂ Fi) pentru x e G Să presupunem că p(x, Fo) - -p(x, Fm) = ; atunci p(x, Fz) = , deci x £ Ft pentru fiecare indice I Dar atunci punctul x nu ar aparține niciunei dintre mulțimile G, spre deosebire de ( ) Teorema Aplicarea x este continuă pe mulțimea G *) Vezi Aleksandrov [ ], Gurevici [ ], Kuratovskii [ ] Ch Spații metrice Aceasta rezultă din faptul că funcția (x) este continuă pe mulțimea O Teorema Se notează cu C fața (pa p p[+ pm), iar cu Pt unirea celor r fețe de forma (pіp • • • pt) ( -^ km); atunci sunt valabile următoarele relații: ( ) x[GZen ••• nu,t-(U o( c(p/o ^); ( ) x (Yr) s: Qt\ ( ) x(G()cP( Într-adevăr, să presupunem că pentru u x > Or la =lj Apoi xtțF^ și x^Ft, de unde Z^(x)¥= și A/(x) - O, în virtutea ( ) și ( ) În consecinţă, x(x)£(/l p ), de unde urmează includerea ( ) Conform ( ), dacă x £ Ft, atunci X/(x) = , deci u(x) £ P Cometariu Dacă sistemul {Go G"J satisface condiţia vizualizare (n), apoi dimi(G) arbitrar, există o mapare continuă f a spațiului & într-un poliedru n-dimensional astfel încât ( ) b[/~ (y)] n și orice sistem de mulțimi deschise {Go, Gm] astfel încât JE = G U ••• U Gm, al cărui nerv are dimensiunea I, corespunde funcției f^A^ - i satisface condiția ( ), atunci spațiul E are proprietatea Dn Sistemul {О Gm] este asociat cu un sistem de deschidere stabilește relații satisfăcătoare ( ) Să presupunem că pentru un k n și pentru orice I k există sistemul necesar {Oo, Gm}; demonstrăm că acest lucru este valabil pentru &-|~ Întrucât Ă-J- > n, atunci, în virtutea ipotezei teoremei , există o funcție /£A% care satisface relația ( ) Setăm = Deoarece nervul sistemului este Atf)Pm}, și, în consecință, sistemul { , , Hm\ are dimensiunea atunci, prin presupunere, există un sistem de mulțimi deschise {Go G*n} care satisfac două relații ( ), și de asemenea includerea Gi •••> Pm( sunt coordonatele baricentrice ale punctului t (față de vârfurile p* p*m)\ apoi u* (X) c An și x(x) = /[x* (x)J Prin urmare, x (y) = x*- [/ (y)] Deoarece simplecele (p p ) sunt simple pentru k > n, atunci funcţia f este unu-la-unu pe fiecare simplex (p; p*^ În consecinţă, mulţimea f~l(y) este finită Se notează cu Pt unirea feţelor simplexului S* al cărui vârf este punctul p^ Punem Ht - f~x (y) P P*i', atunci x-'(y) = x*- (// )u Ux*- ^), întrucât Р*о U U Рт = S* Seturi K \u d k * ~ x (H ), K \u d k * ~ (Ht - Dar) Km = ^~x[Hm-(H \] {jH^)] sunt dorite Într-adevăr, K U UKm = \u d x * - {Ho u (W - Yao) și • • • și [Ht - (Ho și și Hm x)]) \u d x " (y), Kt a X*- (Ht) c x*- ^) = Oi (conform ( )), Kt A Kr cx*- \Ht A (He - H{)] = pentru Z zz un sistem de puncte p , rt cub $r, astfel încât ( ) [(pz) (J f (G,)] astfel încât Лѵ AND С?/о П • • • Л Fie punctele p , pm satisfac Observația , itemul I, mulțimile No, Nt au aceeași semnificație ca în demonstrația teoremei , iar Zv să fie mulțimea vârfurilor simplexelor care formează mulțimea VV; atunci Zv Π ZV' - Mai mult, dacă sistemul (O > , Gm] satisface condiția ( ), unde n este înlocuit cu r (vezi observația la formula ( )), atunci simplecele luate în considerare au dimensiunea r Prin urmare, prin Observația , punctul I, dim(^n • • • LA^IX*o+ • • • + kr~lr (sau =-O de unde, în virtutea includerii lui x(Dv)aL(v), rezultă ( ) TEOREMA Fie % un spațiu complet mărginit de dimensiunea ; atunci orice funcție f £( r)X poate fi aproximată uniform prin funcțiile u, astfel încât, oricare ar fi y, mulțimea u' (y) se descompune într-o uniune finită de mulțimi închise disjunse de diametru , Vq un sistem de mulțimi deschise astfel încât ^ = ^oi U Vq şi (Vv) \ , și deoarece (pio Pi^tz C, apoi P/oL Γ)Aj¥ = O Pe de altă parte, dacă χ ^ P^Λ ••• A Pi k, atunci punctul x aparține simplexului Rj > C , a cărui față este simplexul pi^- Deoarece complexul C este închis, avem (pzo Afirmația V, admite următoarea generalizare Notam cu , respectiv cu Z = , În plus, dacă condiția (n) a teoremei V, este îndeplinită, atunci Ko poate fi înlocuit cu /r -J - Într-adevăr, fie a* un punct cu abscisă pozitivă A) Fie m] cea mai mică abscisă a vârfurilor simplexului S (deci, cea mai mică abscisă a punctelor simplexului So), și fie / r Zo, niciunul dintre punctele p , , pk nu este un vârf al simplexului Sj Deoarece abscisa punctului Pj este mai mică de /y, rezultă că toate vârfurile simplexului Sj, și deci toate punctele simplexului Sj, au abscisa /(A - ) Aceeași inegalitate este satisfăcută de abscisele punctelor mulțimii U - Deoarece /(&+ ) '> Maparea și poate fi, de asemenea, construită pentru secvențe infinite de seturi deschise Go, Glt condiție satisfăcătoare ( ) Sa punem ( ) G = G (jGiU ••• şi F^O - Gz Fie pi, pr, o succesiune de puncte în spațiul euclidian sau în spațiul pe care îl punem ( ) X (x) \u d M O) • Pn = § Simplexuri, complexe, poliedre Unde ( ) S R (* io 'b x(G,cW = (iV) iar în acest caz incluziunile VI ( ) și VI ( ) sunt satisfăcute Mai mult, dacă complexul N este simplu, atunci este nervul sistemului Go, Ob și egalitățile VI ( ) și VI ( ) sunt valabile În cele din urmă, dacă condiția (n) a teoremei V, este îndeplinită, atunci formula VI ( ) este valabilă IX Continuarea funcțiilor continue ) Folosind harta x construită pentru sisteme infinite, putem obține o formă mai convenabilă a teoremei lui Tietze (§ , IV) (se presupune că spațiul FF este separabil metric) TEOREMA Fie F=Fa^ și f£(cfr)P, r-^^ Apoi există o mulțime N, unirea unei șiruri de simplexe conținute în spațiul (fr) și o extensie /* G [/(A) U a funcției f Mai exact, să fie reprezentată mulțimea G = FF - F ca uniunea mulțimilor deschise Go, Gy, satisfacând Teorema , § , VIII, adică condiția VIII ( ) și relațiile (ii) Gi cu O, (iii) lim (Gi) = ; eu ->co *) Vezi Lefschetz [ ], Kuratovsky [ ] Ch Spații metrice atunci există o succesiune de puncte p , px, în spațiul Γ e Γ astfel încât harta u corespunzătoare sistemelor (Go, px, ) și (p , px, ) este o extinderea continuă a hărții f la setul O În mod evident, putem presupune că G P și că elementele șirului (finit sau infinit) Oa, Gx, sunt mulțimi nevide Fie qh at o pereche de puncte astfel încât ( ) la £ F ( ) |az-vz| co 'Jl' Dar din inegalități |"l~ "l ,І+ІЧ - "I ȘI I "qhI G" I prin urmare, Z->co ( ) lim f (a \ = f(a), tb-co ]i! întrucât funcţia f este continuă (pe mulţimea F) În virtutea ( ), formula ( ) poate fi derivată direct din ( ) Sa punem Pi = fM § Simplexuri, complexe, poliedre și notăm cu N uniunea simplexelor (p p, \ astfel încât Vth b'' că Gio P • • • A Gik ¥= Fie /* funcţia definită de condiţii ( ) in si ( f(x) pentru xfF, ( x (x) pentru x £ G, unde funcția x corespunde sistemelor (Go, Glt ) și (p , plt ) Deoarece mulțimea G este deschisă, este suficient să se demonstreze continuitatea funcției /* pe mulțimea F Fie a e F și e > Deoarece funcția f este continuă pe Q, există o vecinătate Η a punctului a astfel încât pentru qt e H avem ( ) |/o(^) - /(a)| adică \Pi - /(zz)| /rA- ), cu vârfurile p , pr fiind a nerv secvențe Go, Glt și satisfacerea egalității ( ) lim \Pl - /(az)| = Z->oo Punem fo(q^ = Pi Funcția / este continuă, deoarece condiția ( ) implică ( ), iar din aceasta din urmă, în virtutea ( ), rezultă că lim p =f(a), care este echivalent cu ( ) I->OO Dovada continuității funcției /* rămâne neschimbată Corolarul a ) Fie și y spații metrice separabile, iar F o submulțime închisă a spațiului astfel încât dim (^ - F) = n și fie f £ yP Atunci spațiul y poate fi considerat ca o submulțime a unui spațiu astfel încât Y este închis în %, mulțimea %> - Y este un poliedru n-dimensional infinit, iar funcția f admite o extensie /* £ Într-adevăr, putem presupune că spațiul Y este situat în spațiul c?* ), deci se aplică teorema anterioară ') cf cu o teoremă Hausdorff similară [ ] pentru spații neseparabile § Limitele inferioare și superioare D Operatii de numarare, seturi Borel S-FUNCTII MASURABILE Se presupune că spațiul considerat în §§ - este metric § Limitele inferioare și superioare I Limita inferioară ) Definiție Punctul p aparține limitei inferioare a secvenței de mulțimi A , Li Ant dacă există vecinătatea punctului p se intersectează cu toate mulțimile An, începând de la niște n Bineînțeles, termenul "cartier" poate fi înlocuit cu termenul "cartier deschis" și, de asemenea, cu termenul "minge deschisă centrată în punctul p" Teorema Formula p e Li An este echivalentă cu existența unei secvențe de puncte {/?n} astfel încât р= ірп și рп £Ап, /?->OS sau egalitate Itr(p, Dn) = P -> CO Rețineți că șirul {pl) este definit pornind de la un indice care nu este neapărat egal cu (în cazul în care există mulțimi An goale) Dovada Fie p e Li An, și fie Sm o bilă cu raza /nn centrată pe p; atunci există un indice km astfel încât sm П ¥= pentru n^>km Mai mult, putem presupune că km > km x Sirul {pn}, unde Pnb ^ mP An pentru km n OS L->OS *) Conceptele de limite inferioară și superioară se datorează lui Painlevé [ ]; Zoretti are încă câteva considerații în acest sens [ ] Hausdorff le numește "unterer (oberer) abgeschlossener Limes" Aceste noțiuni nu trebuie confundate cu noțiunile de limite inferioară și superioară în sensul teoriei generale a mulțimilor (definită în § , V): Lim inf An = U (An fl ^/ + Γ) ^/ + (!•••) / ->OO P si Lim sup An~ P (L U L+ U L+ U •••)■ A Ch Spații metrice dacă această limită există, iar Li An - în caz contrar, deoarece p(p, An) = |p - pn\ O succesiune de dreptunghiuri având o bază comună și înălțimi infinit descrescătoare are această bază ca limită inferioară II Reguli de acțiune Se aplică următoarele reguli: Li Ap - Li Ap = Li Ap (L" c B") (Li An cz Li B") LiX "ULiB" a: Li (L "U ") In spate ULi/l"( c=Li(LM"( ) Li (L" L Bn) cz (Li A") A (Li B") a Li^Q P Li n(Z) Dacă ^! Ipo Li Ап cz Li Ak- Dacă An = A, mo Li An - A Li An nu se schimbă când se modifică un număr finit de mulțimi An ("] cz Lim inf А" CO co f) An cz Li An, din care rezultă formula III Limita superioară Definiție Punctul p aparține limitei superioare a șirului de mulțimi A , A , : p G Ls An, dacă există P->CO vecinătatea punctului p se intersectează cu un număr infinit de mulţimi An § Limitele inferioare și superioare Argumentând ca în partea I, putem arăta că această condiție este echivalentă cu existența unei secvențe de puncte [pk j astfel încât ki An, iar din moment ce p > LsBn, atunci pn(^Bn, plecând de la un n suficient de mare) Cu formulele II, și IV, comparăm următoarea formulă: ( ) Li (L "US ")a: Li An (J Li Vp U (Ls An L Ls "), de unde, în special (pe baza II, ), avem ( ) dacă Ls Ап Л Ls Вп = , atunci Li (Ап U Вп) = Li Ап (J Li Вп Într-adevăr, fie p £ [Li (An (J Bn) - (Ls An A Ls Bn)] Să arătăm că p £ (Li An U LiBn) Fie, de exemplu, = lpp și pn £ (Ap (J Bn), obținem că pp e Bn pentru n suficient de mare, deci pn £ An și, prin urmare, p e LiHn § Limitele inferioare și superioare VI Limită O secvență de mulțimi {An} se numește convergentă către o mulțime A: A = Lim An') dacă Li An = A - Ls An P-U'd'S n~>CQ În special, dacă mulțimea An constă dintr-un singur punct pn, atunci șirul {Ll] va converge în două cazuri: ) dacă lim pn există (atunci mulțimea Lim An constă dintr-un singur punct lim pn), ) dacă secvența {pn} nu conține nicio subsecvență convergentă (și apoi Lim An = ) Următoarele relații sunt valabile (în formulele - și , se presupune că secvențele (Ll) și [Bn] converg): Lim Ll = Lim Ll = Lim Ll (LlsVl) (Lim H "cLim Vp ~) a (pn £ An și p = lim pl) = φ (p £ Lim Ll) Lim (Ll U Vp) = Lim Ap (J Lim Vp Dacă / ] de unde şi An - ilp Dl+іL • • •) p p și, în virtutea II, și IV, , U L "s Li H " co serie de mulțimi, vezi § , V și n, I, nota Ch Spații metrice În mod similar, ipoteza Propoziției dă egalitatea A=lli An-rU de unde П A" = Li A "cLs А" = П Ăn p p VII Proprietăți relative Fie E o mulțime dată Limita inferioară a șirului de submulțimi An a mulțimii Ε în raport cu mulțimea Ε este mulțimea tuturor punctelor p > Ε astfel încât dacă este o mulțime deschisă arbitrară care conține punctul p, atunci pentru toate η suficient de mari avem că limita inferioară faţă de mulţimea Ε coincide cu mulţimea EpnAn În mod similar, limita superioară față de mulțimea E coincide cu mulțimea EpLsA, iar limita față de E este mulțimea EpLimAn VIII Teorema generalizată Bolzano-Weierstrass Orice succesiune de submulțimi ale unui spațiu separabil conține o subsecvență convergentă (a cărei limită poate fi mulțimea goală) ) Fie /? , baza spațiului și Ap A , să fie o secvență dată de mulțimi Definim multimile A" dupa cum urmeaza: ) a\ = Ai, oricare ar fi i; ) dacă pentru unele n > există o secvență astfel încât Rn Π Ls A/Γ '- , atunci setăm selectarea secvenței țfej este arbitrară); ) dacă nu există o secvență de tipul de mai sus, atunci setăm = Să arătăm că șirul Dn - A" este convergent Să presupunem, dimpotrivă, că Atunci, conform V, , există o subsecvență astfel încât Ls Dj Ls Dn Deoarece ambele ultime seturi sunt închise, există o mulțime Rm astfel încât ( ) (ii) /?mpLsD"#= Secvența este o subsecvență a secvenței țZ>rt), iar aceasta din urmă, la rândul său, începând ') Vezi Hausdorff [ , Zarankevici [ ], Uryson [ ] Vezi și Wazewski [ ], [ ] și Luben [ ] § Limitele inferioare și superioare cu (m - )-lea termen este o subsecvență a șirului ^A'"- }, t= , În virtutea (i), aceasta implică că dacă înlocuiți n cu m, apoi ajungem la definiția ) În consecință, Rm П Ls А(tm) = Deoarece șirul {£)n} (cu excepția primilor m termeni) este o subsecvență a șirului {l"r}, i= , , este rezultă că Rm f ) Ls Dn - , ceea ce contrazice (ii) Consecinţă În orice spațiu separabil Li Dn = fi' Lim Ak^ și Ls An - Lim Ak, unde П' "uz se extinde la orice subsecvente convergente (A^) Pentru a demonstra prima egalitate, este suficient, în virtutea lui V, , să arătăm că dacă p(nAa, atunci există o secvență convergentă [A^^ astfel încât , astfel încât A;nPO = Atunci să fie un convergent succesiune a secvenței Să trecem la demonstrarea celei de-a doua egalități În virtutea lui V, , includerea are loc (Jz Lim An Pe de altă parte, dacă /?^Lsnn, atunci există o subsecvență {A^} astfel încât ρ £ Li Ak^, deci, așa cum tocmai am văzut, există o secvență convergentă [Ak } astfel încât p^LimH^ c: CO tp Să demonstrăm că A = Lim An, adică Ls A" cAc: Li An Ch Spații metrice Fie p e LsAn Atunci, în virtutea lui V, , există o secvență k{ co mn n şi deci (datorită lui V, ) p e LiAn Prin urmare, AcLiAzl Remarci Spațiul ( *)£ nu trebuie să fie topologic Într-adevăr, luați în considerare următorul exemplu: spațiul AG este format din: ) numărul , ) numerele d-, ) numerele , ) numerele -I- - n ' kn - ' n Fie A familia tuturor perechilor f -+ > + - 'i Fiecare număr \R fl/ de forma -I - este un element al familiei A Prin urmare, multe P entitatea formată din numărul aparține mulțimii A, în timp ce nu aparține mulțimii A Astfel, A > A Trebuie remarcat că spațiul ( a')i diferă esențial de spațiile X (vezi § , I) și ( ^ (vezi § , VII) Cel din urmă spațiu este întotdeauna metric, în timp ce primul poate să fie nemetrizabil (după cum arată exemplul anterior) Primul spațiu, după cum vom vedea, este separabil dacă spațiul AV este separabil, în timp ce ( d),,,, poate fi neseparabil (vezi § , VIII, Observație ) Teorema Dacă An£( x)m și A£( r)m, atunci din condiția lim dist(^ n, A) = rezultă că LimAn - A În consecință, spațiul ( X)£ este unul- la-unu și imagine continuă a spațiului ( x)m (se presupune că spațiul ăC este mărginit) (Vezi Hausdorff [ ] ) Într-adevăr, fie lim dist(An, A) = Atunci orice e > corespunde unui indice n(e) astfel încât dist (An, A) n(e) Cu alte cuvinte, § Limitele inferioare și superioare ( ) pentru orice punct x e A avem p(An, x) n(e); ( ) există o secvență care tinde spre zero, astfel încât p(y, A) suficient de mic, în virtutea ( ), relația G (] An #= este valabilă, oricare ar fi u > n(e) În consecință, χ £ Li An ° Fie, pe de altă parte, x £ Ls An În consecință, x - lim y, unde yk £A^ În virtutea ( ), există un punct ak £A, n n astfel încât I uk - ak I CO / g-> oo p de unde x £ L Teorema Fie AP un spațiu metric separabil; atunci spațiul ( *)£, precum și orice submulțime a acestui spațiu, sunt separabile Dovada Fie un spațiu complet mărginit homeomorf cu spațiul AP (vezi § , II, corolarul la) Spațiul definit topologic ( (r))/ este homeomorf cu spațiul ( a;')c Astfel, întrucât spațiul este complet mărginit, spațiul ( x')m este separabil (§ , VIII, și ) Deoarece spațiul ( a' )g și, prin urmare, spațiul ( x)/ , este o imagine continuă a spațiului ( a' )nr, orice submulțime a spațiului ( x)g, ca imagine continuă a unui set separabil, este separabil (vezi § , IV, ) OBSERVAȚIA Punctele de acumulare, precum și punctele de condensare, sunt invarianți ale mapărilor continue unu-la-unu (A^-spații), de aceea rezultă din teorema că dacă A este o submulțime nenumărabilă a spațiului ( x)k, atunci orice element al mulțimii A, cu excepția poate unui număr numărabil, este un punct de condensare (vezi Zarankievici [ ]) și, în plus, mulțimea A conține o submulțime densă în sine Prin urmare, orice mulțime rară A este numărabilă (vezi § , III și V) Teorema Fie AP un spațiu metric separabil, apoi spațiul ( X\ este numărabil compact Această afirmație decurge direct din Teorema VIII (ținând cont de VI, ) Ch Spații metrice Teorema Fie A și B două submulțimi disjunse închise ale unui spațiu metric, atunci top Într-adevăr, pentru orice pereche de mulțimi închise X, Y, unde X • • • • Următoarele proprietăți ale mulțimilor de tip Fg și O& (vezi § , V) sunt extinse prin inducție la clase cu indici arbitrari Complementul unui set de clasa Fa este un set de clasa Oa Unirea și intersecția unui număr finit de mulțimi care aparțin aceleiași clase aparțin aceleiași clase Orice multime de clasa aditiva a este unirea unei secvente crescatoare de multimi cu indici £ atunci și mulțimile ( ) aparțin aceleiași clase, conform § , VI și IV, unde trebuie să punem După cum se știe, într-un spațiu separabil o familie de mulțimi deschise (precum și o familie de mulțimi închise) are cardinalitatea c (§ , I) Aceeași afirmație este valabilă pentru orice clasă Borel Întrucât familia mulţimilor Borel este o uniune de clase, rezultă că această familie are cardinalitatea c • K = c Prin urmare, în orice spațiu separabil de cardinalitate al continuumului, există mulțimi non-Borel Problema definirii efective a multimilor non-Bolelev in spatiul numerelor reale va fi luata in considerare in § , VI Problema demonstrării (fără a folosi ipoteza continuumului) a existenței unei mulțimi non-Borel într-un spațiu nenumărabil arbitrar separabil rămâne deschisă IV Seturi Borel bilaterale O mulțime se numește multime cu două fețe din clasa a dacă aparține simultan claselor Fa și Ga Deci, de exemplu, o mulțime este o mulțime cu două fețe de clasa dacă este atât închisă cât și deschisă; este o mulțime cu două fețe de clasa dacă este atât o mulțime de tip Fg, cât și de tip O * Ch Spații metrice Orice mulțime Borel din clasa a este un set cu două fețe din clasa aD- În mod evident, complementul unei mulțimi cu două fețe este o mulțime cu două fețe din aceeași clasă Rezultă că seturile cu două fețe din clasa a formează un câmp, adică uniunea, intersecția și diferența a două seturi cu două fețe din clasa a este o mulțime cu două fețe din clasa a V Descompunerea mulțimilor Borel în mulțimi disjunse Teorema Orice mulțime de clasă aditivă a > este o uniune numărabilă de mulțimi disjuncte cu două fețe din clasa a Dovada Fie A-A| )A și UU atunci ( ) A \u d A, U U - Lx] U U [A (A! U U - m)] U • • • • Dacă An este o mulțime a clasei multiplicative este o uniune numărabilă de mulţimi disjuncte de clase multiplicative ) Formulă a = UUU "ns") n= i = dă expansiunea dorită, întrucât Apr\B'i este o mulțime a clasei multiplicative ; să presupunem că orice mulțime din clasa : de exemplu, un interval deschis nu poate fi descompus într-o uniune a unei mulțimi numărabile de mulțimi disjunse închise VI Serii alternante de seturi Borel Teorema Gol zd A zd Z /V n / C + zd Z este o secvență numărabilă transfinită de mulțimi cu două fețe din clasa a, astfel încât număr sau dacă X=y În aceste condiții, seturile S = Ax-~A \]A -A^ și da+ - Ax+ și este un set cu două fețe din clasa a Într-adevăr (§ , I ( a)), -S = -AUA-^ U ida-du+ u iMv Deoarece orice diferență Ax - A^ + este o mulțime cu două fețe din clasa a și, în consecință, o mulțime din clasa aditivă a, mulțimile S și - , ca uniuni numărabile de mulțimi de acest fel, aparțin și ele aditivului clasa a Prin urmare, o succesiune de multimi cu doua laturi de clasa a astfel incat Q An = Atunci CO = U (^ n- - ^ n) este o mulțime cu două fețe din clasa a L = Ch Spații metrice Această teoremă este un caz special al teoremei Teorema Suma unei serii alternante (numarabile) de multimi Borel descrescatoare din clasa multiplicativa a B - Bx (J B Bi ) ••• U ^ (o + i a + u este un set cu două fețe de clasa a - ') Într-adevăr, presupunând - Q Bt, dacă Г este numărul limită, ІО- și ținând cont de faptul că intersecția numărabilă a mulțimilor Bi este o mulțime de clasa multiplicativă a și, în consecință, o mulțime cu două fețe de clasa a-|- , deducem din teorema că B este o mulțime cu două fețe de clasă a-p-I VII Teoreme de reducere și separabilitate Teorema (teorema reducerii) Fie Gt, G , o succesiune (finită sau infinită) de mulțimi de clasa aditivă a > ; atunci există o secvență Hx, H , mulţimi disjunse din aceeaşi clasă, astfel încât Hioz Gl şi Yai U H U • • • - Gi U atunci mulţimile I - sunt bifaţe ale clasei a Pentru a vedea aceasta, este suficient să punem, conform V, , °і = U Z U unde Fjj sunt mulțimi cu două fețe din clasa a și se repetă demonstrația teoremei de reducere stabilită în § , II În mod similar, următoarele afirmații sunt deduse din teorema : Teorema (teorema de separabilitate)* ) Fie Fx, F , o secvență de mulțimi de clasa multiplicativă a > astfel încât Px Π Π = ; atunci există o secvență de mulțimi cu două fețe Еѵ Е , clasa a, astfel încât P^Ei și E{ P P • • • = În special, fie A și B mulțimi disjunse ale clasei multiplicative a > ; atunci există o mulțime bifață E de clasa a astfel încât ( ) A , prima dintre ele fiind o mulțime din clasa multiplicativă, iar a doua din clasa aditivă Atunci există o mulțime E cu două fețe de clasa a astfel încât ( ) A ; atunci există o secvență de mulțimi Br, B , de clasa aditivă a, astfel încât Ft - P și P V, \u d m = I = Teorema Fie A,, , Ak este un sistem finit de mulțimi disjunse din clasa multiplicativă a > Atunci există un sistem Fx, Fk de mulțimi disjunse cu două fețe de clasa a astfel încât ALc Fi și F - Z ! U U fk VIII Seturi relativ cu două fețe Teorema Fie A o mulțime a unei clase multiplicative a > și B o mulțime bifață a clasei a față de A; atunci mulțimea B are forma / = A("|C, unde C este o mulțime cu două fețe din clasa a (în raport cu întregul spațiu) Într-adevăr, deoarece B este o mulțime cu două fețe din clasa a față de A, atunci B și A-B sunt mulțimi ale clasei multiplicative a față de A Dar mulțimea A este ea însăși o mulțime a clasei multiplicative a, prin urmare, ambele mulţimi B şi A-B aparţin clasei multiplicative a (în tot spaţiul) În virtutea teoremei de separabilitate (VII, ( )), există o mulțime C cu două fețe de clasa a astfel încât BczC și CQ (L - B) = , de unde B \u d LP s: LPS și C ("| LsV, prin urmare, B \u d LPS Având în vedere aplicații suplimentare, demonstrăm următoarea afirmație: Teorema Fie date o mulțime A și un sistem de mulțimi cu două fețe din clasa a față de A, astfel încât Bit (" ^ = dacă Vi • • • 'l)=A(L • • • Jt) și Ch Spații metrice Atunci există un sistem {CZ( z } de mulțimi cu două fețe din clasa a în raport cu uniunea ( ) Un \u d U сіх ip (unde însumarea se extinde la toate sistemele de n indici) astfel încât ( ) An este o mulțime cu două fețe de clasa cz -j - ; ( ) LPS,, ,n = ,, ( ) ( ) C/ /= dacă i = Mai mult, dacă A este o mulțime a unei clase multiplicative a > zz dacă A = [J B/ / pentru orice n, atunci mulțimea An coincide cu întregul spațiu Prin presupunere, există un sistem de mulțimi {DZj z } din clasa aditivă a (chiar și mulțimi cu două fețe din clasa a, dacă A este o mulțime din clasa multiplicativă a > ) astfel încât A^D^ ^^B^ ^ și DZi Zn=zO dacă £/, /n = Notăm cu Vп unirea tuturor intersecțiilor de forma £>/ / ("| ПDj j și puneți CZi z^DZi Zn-Vn Mulțimea An - (J DZ) z - Vn ca diferență a două mulțimi de clasa aditivă a este o mulțime cu două fețe de clasa a - J - Din egalitate A "P Dti Ip = DZi ln - Vn = CZ ( in rezultă că CZj / este o mulțime de clasa aditivă a față de An, de unde, în virtutea egalității Сіі ■■■ lnnCh ■■■ ■■■ ln^Dh ■■■ Jn - V''==z°' rezultă că Ci i este o mulțime cu două fețe de clasa a față de An In cele din urma, ^nCZi zn = (/l nnZi, Zn)-(HnIZ") = BZi ,іп, deoarece din egalitate LPO, și A - Bt ( , atunci vh-'l=Y^ m ) prin inducție, condiționat răsucirea asta ) C - tot spațiul și B - A; ) dacă Zj Ip este sistemul dat și I este cel mai mic indice astfel încât Ві ц/О, atunci y \u d (mid ini) U (Cz, in-Eti z"); ) pentru /r > Z Сіі- - vu ••• Cometariu Într-un spațiu separabil cu dimensiuni , aserțiile și sunt adevărate și pentru a = Teorema poate fi rafinată după cum urmează ): Teorema Fie Br, B , o succesiune de multimi cu doua laturi de clasa a fata de multimea A; atunci există o mulțime Y din clasa multiplicativă a-|~ și o secvență Cx, C , de mulțimi cu două fețe din clasa a față de Y, astfel încât Bn = A CC și secvențele ( ) B , A-B , B , A-B , Și ( ) С , Y-С , С , Y-С , sunt similare (în sensul § , IP) Mai mult, dacă A este o mulțime a clasei multiplicative a > , atunci Y coincide cu întregul spațiu Oricarui sistem de indici іѵ , іп, compus din numerele si , punem in corespondenta multimea Bzi z , fiind de acord ca ( ) Bzi zn = B zin ••• P"?p şi Bp =Bp, Bp =A-Bp *) Vezi Pozament și Kuratovsky [Ts Ch Spații metrice Atunci sunt îndeplinite condiţiile teoremei ') Să considerăm mulțimile Сі і și Ан din condițiile acestei teoreme și mulțimea ( ) G = L PL P ; ( ) C'-GPCo, & = U P (Coo U C ) Atunci A = Bo L) Blt și, în general, deoarece mulțimile B^ z sunt constituenți ai mulțimii A față de mulțimile B , Bn (vezi § , VI, Observația ), unirea lor este egală cu mulțimea A (pentru fix i) Astfel [cf ( ) și ( )], ( ) l \u d w / g "cisgі іya \u d l ", de unde, conform ( ), (ȘI) Prin urmare, datorită ( ), ( ) și ( ), lps'! = lpgp(isgі £i i ) = și pncZi w)= =U^ £/i Io=u(^ n n^;D)pv',-v' Deoarece An sunt mulțimi ale clasei multiplicative a - | - , intersecția lor Y este, de asemenea, o mulțime a acestei clase Deoarece Ci este o mulțime cu două fețe din clasa a față de An, mulțimea Y ( este o mulțime cu două fețe din clasa a față de Y (deoarece Va: An) Prin urmare, Cn este o mulțime cu două fețe de clasa a față de Y set lateral din clasa a Pentru a demonstra asemănarea șirurilor ( ) și ( ), observăm că dacă mulțimile B^ i (pentru n fix) sunt componente ale mulțimii A, atunci orice intersecție a unui număr finit de elemente ale secvența ( ) este unirea unui anumit număr din aceste elemente și anume pentru /; ) Evident, în teorema putem presupune că indicii іb , ip iau doar două valori și ■e § Seturile Borel unde ultima unire este preluată asupra tuturor sistemelor j\ j astfel încât A = Într-adevăr, >'LSL L = GP PSL L,= În același mod, conform ( ), ( ) și ( ), obținem p), de unde, ca mai sus, Y - Ck - Y fi (U Sd ip)> unde L = Punem Co = Cf: si Cj - Y - Ck De aici rezultă că C? = rn(UCA >n), unde jk = i, SI CE (vezi ( )) PENTRU /j În virtutea primei egalități din ( ) și a celei de-a doua părți a teoremei , mulțimea An și, prin urmare (vezi (ii)), mulțimea Y coincide cu întregul spațiu Teorema a fost demonstrată Cometariu Corespondența dintre elementele secvenței ( ) și ( ), care se obține dacă elementul al -lea al secvenței ( ) este asociat cu al-lea element al secvenței ( ), poate fi extinsă la cele mai mici câmpuri care conțin , respectiv, seturile de secvenţe ( ) şi ( ); și anume, este posibil să se asocieze unirea (intersecția, diferența) a două mulțimi cu unirea (intersecția, diferența) mulțimilor corespunzătoare În acest fel, se definește un anumit ) izomorfism între aceste două câmpuri, astfel încât orice relație exprimată în termenii algebrei booleene și care are loc între mulțimile primului câmp este valabilă și în al doilea câmp ■) În ceea ce privește acest concept, vezi Pozament și Kuratovsky [ ] Ch Spații metrice IX Setul limită de seturi cu două fețe Teorema Fie A o mulțime cu două fețe de clasa a > Apoi există o secvență de mulțimi cu două fețe An de clase co În spațiile separabile -dimensionale, teorema este valabilă și pentru a - Dovada Prin presupunere, avem l \u d -l \u d u ^ l \u d l \u d Kn^Kn+x (de unde Kl = pC \ = ' Ln co S \u d Să demonstrăm asta i° AcU( +in• ■•) şi l'ci( n +iP ) n rn Condiția Γ înseamnă că dacă p > A, atunci există un indice n astfel încât pentru i n avem p > An Dar, în virtutea ( ), există un indice k astfel încât R E Bk, P Vk, P ■ ■ • ■ Conform ( ), există o succesiune de indici ix, z astfel încât Р£Сіѵ PSі ,r (!•••■ Notăm cu n cel mai mare dintre numerele k și Іk Pentru n > n avem ftCcCi^U U SPі h Prin urmare, p e(Bk, n • ■ • PVy, n)nC^, uC: jf] n vkі n) n (Ci, k și UCu)cH,f Fie, pe de altă parte, p £ Ac Să demonstrăm că există un indice m astfel încât pentru m' > m avem p G Asm, unde Ast \u d P [I /, și și cu U (Ci, / n P Cst, /)]• Z= Prin presupunere, ( ) Ac= pisp,m, lc-un^,m n^,mcn^,m+i- p ip t p p p În virtutea celei de-a doua dintre aceste formule, există un indice i, astfel încât PbPs", *• în consecință, p U d + b P € P cn, b + r p p p Prima formulă din ( ) implică existența unei secvențe de indici Zu Z , , astfel încât R Vі: r, P Vg, i P •••• Fie tj cel mai mare dintre numerele Іг ік Fie m m Apoi p e B[ Bf, U l)Bz, m pentru / ), este și ea o mulțime a acestei clase În special, dacă într-un spațiu separabil o mulțime A este în fiecare dintre punctele sale o mulțime din clasa aditivă a (sau din clasa multiplicativă a > ), atunci A este o mulțime din aceeași clasă Luați în considerare mai întâi cazul unui spațiu separabil (vezi Zarankievici [ ]), când demonstrația este mult mai simplă Fie Rni, Rn , o succesiune a tuturor mulțimilor (aparținând bazei) astfel încât А П /?" este o mulțime de clasa aditivă a Apoi setul s = y(lp/^) este un set de aditiv clasa a Să presupunem acum că A () Rn este o mulțime a clasei multiplicative a > În virtutea identității X ("| Y - X - {X - K), avem - [U Rnk - L = \u d y h-y [H -IPCh- § Seturile Borel Mulțimea Rnk - (A f] Rn^ aparține clasei aditive a; prin urmare, mulțimea (J [Rnk - II) aparține aceleiași clase, de unde rezultă concluzia cerută Astfel, teorema este demonstrată pentru un pro separabil rătăcirile Dovada sa pentru un spațiu metric arbitrar se va baza pe o metodă generală, pe care o vom aplica în alte cazuri!) Lasă-te, Gț Gg, să fie o familie bine ordonată seturi deschise, punem ( ) /Q = Ga-U l clasele Fa și Oa sunt invariante în raport cu operația OM Să fim de acord că p(A\ )= și setați ( ) LL § Seturile Borel Conform ( ), Xj П = U de unde, conform ( ), vyte-p- spune ca = și U £ , = prin urmare, dacă punem ( ) n = U^ ACEA co ( ) S=IK L= In afara de asta, (I) p(A'", pentru Într-adevăr, fie xTi£X", Xț£Xț și m] și £Ki cx - Ol prin urmare, [ de unde urmează formula ( ) Mulțimile X, în virtutea inegalității ( ), sunt deschise în mulțimea Sn XI = X^ r^- și Op PEIP(x ^-Ga)>|] L h -Wg => Ei pentru t E Atunci există a' Avem p £ , unde este o mulțime deschisă și pentru t > a' P^aHa', de unde F^(]G - , prin urmare, SP U (Fț-Hz) = І>а' Apoi Gnf=On[U (^-# U [G PLx- - On ] C V> L- p p § Seturile Borel Următoarele reguli se aplică adesea în aplicații Teorema Dacă În mod similar, se spune că un tip ordinal este impar dacă are forma Notăm cu P mulțimea punctelor z astfel încât z este de tip par Atunci Р = PQ U Р U , unde P n este mulțimea elementelor lui z astfel încât z are forma Să scriem în simboluri logice definiția mulțimii P>: (z e p ) s y {(f rj Yu L e > • ■ • satisface condiția Cauchy dacă orice e > corespunde unui indice ar astfel încât | V " | k , r (")) ==^- II Să presupunem în cele din urmă că Ă = limĂ" și că afirmația (ii) este adevărată pentru fiecare Fie X o mulțime a clasei GK, atunci X = U^'i' unde n este o mulțime a clasei Gan, an T, apoi setul - /'YuI nu poate fi valoarea funcției acțiunea F XV Problema eficienței ) Dovada existenței unei mulțimi din clasa Ga care nu este o mulțime din clasa Fa, dată în § XIV, nu este eficientă în sensul că nu putem defini o funcție care să atribuie fiecăruia o mulțime cu proprietatea sub considerare Analizând argumentele itemului XIII, vedem că lipsa de eficiență decurge din faptul că nu am definit o funcție care să pună în corespondență cu fiecare număr limită A o succesiune convergentă de numere in ) Vezi Kuratovsky [ ], Sierpinsky [ ] § Seturile Borel ° atribuie fiecărui număr z un număr transfinit (sau - ) în așa fel încât toate numerele a n) Dar, conform definiției funcției z(n), există o valoare a lui z astfel încât z( n) = și ^( n+ ) - oricare ar fi n Astfel Xn = O^(r( n+^ şi Y, unde Y" și Y sunt spații metrice, se numește B-măsurabil din clasa a (sau pur și simplu o mapare (funcție") din clasa a), dacă oricare ar fi mulțimea închisă F este , mulțimea / (F) este o mulțime Borel din clasa multiplicativă a (vezi Lebesgue [ ]) Deoarece mulțimile închise sunt mulțimi din clasa multiplicativă , atunci, conform acestei definiții, mapările continue coincid cu mapările din clasa O mapare unu-la-unu / se numește homeomorfism (generalizat) de clasa (a, p) dacă maparea f este de clasa a și maparea inversă / este de clasa p (vezi Kuratovsky [ ], Sierpinski [ ] ], p ) Evident, homeomorfismele clasei ( , ) coincid cu homeomorfismele în sensul obișnuit Teorema Pentru ca funcția caracteristică a unei mulțimi A să fie o funcție a clasei a, este necesar și suficient ca A să fie o mulțime cu două fețe din clasa a Dovada Funcția caracteristică ia doar două valori și ; ca spațiu Y luăm mulțimea formată din aceste două elemente Fiecare dintre ele este un set închis Să presupunem că funcția caracteristică f este o funcție a clasei a, atunci A = / ( ) și VG - A = f~x( ) sunt mulțimi ale clasei multiplicative a; prin urmare A este o mulțime cu două fețe din clasa a Invers, fie A o multime cu doua fete din clasa a; este ușor de verificat că / (A) este o mulțime din clasa multiplicativă a, oricare ar fi mulțimea închisă F (spațiul y conține doar patru mulțimi închise) Ceea ce este afirmat în § , XIV și III conduce la următoarele concluzii Teorema În orice clasă a, există funcții reale ale unei variabile reale care nu aparțin claselor inferioare § Mapări B-măsurabile Teorema Există funcții care nu sunt măsurabile cu B Ultima afirmație pentru spații separabile rezultă și din următoarea teoremă: Teorema Fie & și y spații separabile, atunci familia de funcții măsurabile B are cardinalitatea c Dovada Fie secvența /? , să fie baza spațiului Y', orice funcție / maparea spațiului pe o anumită submulțime a spațiului Y poate fi complet caracterizată de succesiunea de mulțimi Deoarece orice punct y al spațiului / are forma y = P /?/? L , identitatea {Y = / (x)} u )} PG' (/? L • Deci, fie f o hartă măsurabilă B, apoi mulțimile sunt Borel, iar din moment ce familia acestor mulțimi are cardinalitatea yf c, familia mapărilor B-măsurabile are cardinalitatea c*° - c Să formulăm următoarea teoremă fără demonstrație TEOREMA Oricărei perechi de numere (a, [!) (mai mică decât d) îi corespunde o mapare f a mulțimii A' pe sine', δ," = f ( an și unde f~ (Rn) este o mulțime a clasei an În cazul particular când y este mulțimea numerelor reale, funcțiile clasei a pot fi definite folosind următoarea condiție: mulțimile £ [a să existe o succesiune de mulțimi Zx, Z , de clasa de aditivi a, astfel încât VG = Zj U -^ U • ■ • & I/ (^l)I (a -{- Pn Y este o funcție a clasei a și este o funcție a clasei p, atunci h = g°f este o funcție a clasei a D-r Dovada Conform § , IV ( ), avem Dacă mulţimea F este închisă, atunci g~l(F) este o mulţime din clasa multiplicativă p; astfel, conform teoremei , / [^ (F)] este o mulțime de clasa a - | - p În special, dacă funcția g este continuă, atunci gaf și f°g sunt funcții din aceeași clasă ca / IV, Contracţiile funcţiilor Teorema Fie {En} o secvență de mulțimi de clasa aditivă a astfel încât YF -EX\}E \) și fie fn - f\En o funcție a clasei a pe En; atunci f este o funcție a clasei a (pe tot spațiul) Într-adevăr, fie G o submulțime deschisă a lui y Atunci (vezi § , ІІІ ( )) f~l (O) = /Γ (O) U ⩽ {G) U • • •> și, deoarece fiecare dintre mulțimile /n > G), prin presupunere, este mulţime de clasa aditivă a în raport cu En, care este ea însăşi o mulţime de clasa aditivă a, apoi / ( ) ca o uniune de mulţimi Topologie, vol I Ch Spații metrice aparținând acestei clase este un set de aditivi clasa a Teorema Fie M și N două mulțimi ale unei clase multiplicative a, astfel încât VP = M\)Π și restricțiile f\M și f\N sunt funcții ale clasei a; atunci f este și o funcție a clasei a Demonstrarea acestei teoreme este complet analogă cu cea anterioară: este suficient să înlocuim mulțimea deschisă O cu mulțimea închisă F și uniunea infinită prin unirea a doi termeni Teorema Fie f o funcție a clasei a, atunci f \ E este și o funcție a clasei a, indiferent de submulțimea lui E Această afirmație decurge direct din § , ІП ( ) Teorema Fie Fx, E Fk un finit arbitrar sistem de multimi neintersectante de clasa multiplicativa a > si y este un spatiu finit format din elemente yp atunci exista o functie f: yp -> y de clasa a astfel incat f(x) = yt pentru x ^F^ Într-adevăr, conform teoremei din § , VII, există un sistem de mulțimi cu două fețe care nu se intersectează Ak clasa a, astfel încât = /Ij U ■ • ■ U L*, Ft cz At Setăm /(x) = y pentru x e At, = , , k Conform teoremei , / este o funcție a clasei a V Funcţiile mai multor variabile În cazul în care variabila independentă trece prin produsul direct a două spații UR X y, funcția / se numește funcție a două variabile Evident, orice funcție /: g a unei variabile poate fi întotdeauna considerată în funcție de g: UR X:Y -> variabile, stabilind g'(x, y) = /(x) Teorema Dacă f este o funcție a clasei a și g(x, y) = f(x), atunci g este o funcție a clasei a față de variabila {x, y) Într-adevăr, dacă x este considerat ca o funcție (abscisă) a punctului (x, y), atunci va fi o funcție continuă a punctului (x, y) (vezi § , II) În virtutea teoremei de suprapunere (III, ), f este o funcție a clasei a § Mapări B-măsurabile Teorema Dacă o funcție f a variabilelor x și y este continuă față de variabila x și este o funcție de clasa a față de variabila y, atunci este o funcție de clasa a+ față de variabila (x, y) ) În special, dacă o funcție f este continuă în raport cu fiecare dintre variabile separat, atunci este o funcție de primă clasă Prin urmare, orice funcție a n variabile care este continuă în raport cu fiecare dintre ele separat este o funcție a clasei n - Deoarece demonstrația teoremei în cazul în care R este un spațiu separabil este mai simplă, să luăm mai întâi în considerare acest caz special Să demonstrăm mai întâi următoarea afirmație: Fie rY, r , o succesiune de puncte dense în spațiul ££ și g o funcție continuă; pentru ca punctul g(x) să aparțină mulțimii închise F, este necesar și suficient că pentru fiecare n există un astfel de indice k , că \x rft| oo m mare m avem | z-,,^-x | y)€ n]| • ■) Vezi Lebesgue [ ] și Kuratovsky [ ] Exemplele elementare arată că o funcție a două variabile poate fi discontinuă, chiar dacă este continuă în raport cu fiecare dintre cele două variabile separat * Ch Spații metrice Astfel, dacă f(rk, y) definește o funcție a clasei a față de variabila y, atunci E [f(rk, y) £ Bn] este mulțimea aditivului y clasa a (pentru k și n fix) Este evident că mulțimea EC* - rk\ este un X deschis minge Prin urmare, calculând clasa funcțiilor de propoziție (§ , XI), putem deduce că funcția de propoziție a două variabile \f (x, y) C A) și mulțimea f~X^F) aparțin clasei multiplicative a -|- Teorema este stabilită pentru cazul unui spațiu separabil; Să trecem la cazul general (vezi Montgomery [ ], Kuratovsky [ ]) Dacă a = , atunci în loc de (i) putem folosi următoarea identitate: (iii) U(x) £ F] = V V [|x - x'| Să considerăm preliminar o mulțime închisă F și o succesiune de puncte astfel încât itu = y Fie Bn o bilă deschisă cu centrul F de rază /m (vezi § , IV) Să demonstrăm că y e A dacă și numai dacă pentru orice n există un indice k astfel încât yn + k e Bn; în simboluri logice (iv) (y#LV(^n) p k Într-adevăr, pe de o parte, dacă y £ F, atunci toate punctele ym cu indici suficient de mari satisfac inegalitatea I y - y| m, toate punctele sunt nu aparțin bilei W, prin urmare, nu aparțin bilei W\ aceasta arată că partea dreaptă a expresiei (iv) nu este satisfăcută Astfel, se stabilește formula (iv) Să demonstrăm o teoremă auxiliară privind operația ^ (vezi § , X, de la care este împrumutată notația) § Mapări B-măsurabile Teorema auxiliară Fie P o proprietate a mulțimilor care este invariantă atât sub operația o/H, cât și sub produsul direct al spațiului Gy este o secvență transfinită număr de mulțimi deschise astfel încât W = U Gj G o-semnificativ în termeni de £(x) este indicele minim astfel încât x e Gjw, și punem (^ Y) A • Atunci noi avem Eph [w (*)) Y] = E VF(P? > Y)A\x£(Gi - U O = X, Y X, y IL \ P atunci mulțimea X^ are propria sa de R Din moment ce G? = G^X setul Gt este deschis Proprietatea P este invariantă în raport cu operația o^, deci din egalitatea ( ) rezultă că mulțimea Ε φ I(r) (**) > YI are proprietatea P X y Ch Spații metrice Se demonstrează teorema auxiliară; fie f o functie continua in x si de clasa a > in y Să demonstrăm că E I/ (x> Y) € - X y multimea clasei multiplicative a+ , oricare ar fi multimea p=p Fie pentru un fix n, n = , , mulțimea Gj să fie o bilă (deschisă) centrată în punctul p^ cu raza /n Notează prin (x) funcția w(x) definită prin egalitate ( ) Deoarece χ £ Gs wi și wn(x) = wCO W, avem ( ) |tal(x) - x| co Datorită continuității funcției f față de x, din egalitatea ( ) rezultă că lim f [wn (x), y] = f I [Jim (x)j, y | = f (x, y), de unde, în virtutea (iv), ( ) {f(x este invariantă sub operația o^(-(vezi § , X, ) și sub înmulțire directă cu spațiul A? (vezi § , III), mulțimea E Phi [(r)i (x), Y] \u d E (/ (*) • y] € vp] x, y x, y există un set de aditiv clasa a, indiferent de tip Prin urmare, în virtutea ( ), /~r(P) este o mulțime a clasei multiplicative α - φ - Cometariu O funcție f : Y Y -> %, care este o funcție de primă clasă în raport cu fiecare dintre variabile, poate să nu fie măsurabilă B (sau chiar să nu fie măsurabilă în sensul lui Lebesgue) (Vezi Sierpinski [ ], [ ], p ) Într-adevăr, să fie mulțimea A pe planul euclidian X o mulțime non-Borel situată pe un cerc (sau o mulțime care nu este măsurabilă superficial în sensul lui Lebesgue și intersectează orice dreaptă paralelă cu una dintre axe în cel mult două puncte) ) § Mapări B-măsurabile Funcția caracteristică a mulțimii A nu este -măsurabilă (vezi itemul I), în timp ce față de fiecare dintre variabile este o funcție de prima clasă; într-adevăr, dispare peste tot, cu excepția (cel mult) două puncte VI Caracteristici complexe Orice pereche de funcţii f : -> A, g : defineşte o funcţie "compozită" h' j-> A / Y (vezi § , III) Teorema Fie Γ' şi y separabile spaţii Pentru ca funcția h să aparțină clasei a este necesar și suficient ca funcțiile fug să aparțină clasei a Necesitate Fie Q o submulțime deschisă a spațiului, atunci mulțimea QX Y este deschisă, iar dacă h este o funcție a clasei a, atunci E[u(/) ^ OX /] este o mulțime de clasa aditivă a; t întrucât, în virtutea identității {/(/) £ ) = [h(/) £ X Y}, coincide cu mulțimea / ( ), funcția f aparține clasei a Adecvarea Fie Rlt R , baza spațiului D și Sj, S , să fie baza spațiului y Apoi secvența dublă RmXSn formează o bază a spațiului D'XY (vezi § , I, ) În consecință, este suficient (vezi II, ) să arătăm că mulțimea h~l(RmXSn) aparține clasei de aditivi a Conform § , III ( ), avem (Rm X Sn) \u d /- (Rm) P g " (Sn), si de vreme ce functiile f si g sunt, prin presupunere, functii de clasa a, multimile /~'(/? ,,) si f~ (Sn) apartin clasei aditive a; deci intersectia lor h~'(Rm X Sn) este o multime de aceeasi clasa Raționamentul de mai sus poate fi aplicat unui produs numărabil Teorema ' Fie Dx, D , o succesiune de spații separabile și fie z • -> Д\Х •Я'ъХ •■•> adică, maparea z este o secvență de mapări zy z Pentru ca z să fie mapat clasa a, este necesar și suficient ca fiecare dintre mapările zt să aparțină clasei a ') Ar fi interesant de aflat dacă ipoteza separabilității spațiului este esențială aici Ch Spații metrice Necesitatea acestei conditii se dovedeste la fel ca in cazul precedent, deoarece relatia {zx{t)^O] = {z(t)^{Q X^ X^ X ••■)}• Să-i dovedim suficiența Se notează cu R'm, n = \, spatiul de baza I? t Apoi seturi de formă R\ X Rl X ■■■ X Rkn X ^n+x X ^n+ X ■■■ formează baza spaţiului -RTXl • • • (§ , I) Avem z~\r\x ■■■ XRknX^n+iX^, + X • •■) = Deoarece primele n mulţimi ale ultimei intersecţii aparţin clasei aditive a, întreaga intersecţie aparţine şi ea acestei clase, ceea ce urma să fie demonstrat Fie și să fie J = J , ) un punct variabil spaţiu ■ apoi, punând p( ) = (A(t), / (( ), • • •) obținem o mapare a produsului ): T XXX ->YiX%X ••• (cf § , VIII) Teorema Fie fiecare din functiile fi' RTi~>yl o functie de clasa a; atunci p este și o funcție a clasei a Fie funcţia g ' Y^XY-iX ■ • ■ -> o funcţie a clasei p, apoi funcţia g op : %\X X/ ■ ■ • -> X este o funcţie a clasei ) Într-adevăr, întrucât funcțiile sunt continue și coordonatele /t(j') ale punctului p( ) sunt funcții ale punctului J care aparțin clasei a, funcția p aparține și ea clasei a Mai mult, maparea g o p aparține clasei a-|~P Teorema Fie f)• X i~>Y; (Z = , , ) este o mapare a clasei a {a spațiului y; separabile) Apoi setul s=E[/ d )=lo )= i aparține clasei multiplicative a din Π^r- i Mai mult, maparea /*' $-> Y, unde = for aparține clasei a și Г( ) = PL(^)- i În cele din urmă, dacă mapările ft sunt homeomorfisme ale clasei (a, p), atunci maparea f* este de asemenea un homeomorfism § Mapări B-măsurabile clasa (a, p) (se presupune că spațiile sunt separabile) Demonstrația este complet analogă cu demonstrația teoremelor și din § , IV Teorema Pentru funcţia caracteristică a şirului mulţimilor Dp D , (cf § , VII) este o funcție a clasei a, este necesar și suficient ca fiecare dintre aceste mulțimi să fie o mulțime cu două fețe din clasa a Această afirmație decurge direct din teoremele ' și I, Exemple Fie Y un spațiu separabil, fx : E >Y și / : J£' -> / să fie funcții de clasa a și /z(xP x ) = |/ (x )-/ (x ) | Atunci h este o funcție a clasei a În teorema , trebuie să punem g(yr y ) = - ІУі-УгІ! distanța este o funcție continuă Fie /j și / funcții reale ale clasei a, atunci /i ± / , J • / , J\ : / sunt funcții din aceeași clasă VII Afișează graficul f- E->y Fie I - £ [y = f(x)] X y Teorema Dacă f este o funcție a clasei a, atunci I este o mulțime a clasei multiplicative a În cazul în care y este un spațiu separabil, teorema este un caz special al teoremei VI, , unde $\=Y, este maparea identității, / = / (r = , ) Să dăm o dovadă mai directă bazată pe o idee diferită Se consideră funcția h(x, y) = | y - f (x) | Este evident că f \u d E [L (x, y) \u d ] \u d L- ( ) X y (unde înseamnă numărul zero) Deoarece h este o funcție a clasei a (vezi VI, Exemplul ), atunci A I( ) este o mulțime a clasei multiplicative a ) În cazul în care y este un spațiu metric arbitrar, în demonstrație ne vom baza pe o teoremă auxiliară din partea V (vezi Montgomery [ ]) În această teoremă, înlocuim spațiul cu spațiul y, iar ca mulțime Gș luăm o bilă deschisă centrată în punctul p^ ') A se vedea Hausdorff [ ] Pentru cazul unei funcții reale, vezi Sierpinski [ ] Pentru cazul general, nota lui Kuratovsky [ ] oferă o altă demonstrație bazată pe următoarea formulă de "separare a variabilelor": (y y') v (y e - ъf l (y' cu Rn), P unde R > ••• este baza spațiului Ch Spații metrice raza /n (pentru n fix) Ca și în demonstrația Teoremei V, , notăm cu (r)n(y) funcția w(y) definită de egalitatea V ( ) Inegalitatea V ( ) implică relația de echivalență [a \u d ft] \u d\u d D I wn (a) - b K, p și Unde [y \u d / (*) \u d L I (y) - f (x) K T p p și, prin urmare (O i \u d E (y \u d f (*)] \u d P E [| * My) - / (*)! C-^-i X, y n= X, y La a Introducem teorema auxiliară ( ) este un invariant al operației o^ (după § , X, ) și înmulțirea directă pe spațiul /, atunci rezultă că E cp [x, wn(y)] este mulțimea multiplicativelor x, y clasa a Conform ( ) și ( ), și mulțimea / aparține clasei multiplicative a Desigur, dacă a - , adică dacă funcția f este continuă, atunci mulțimea / este închisă (conform § , V, ) Dacă a = , / este o mulțime /^ Totuși, afirmațiile inverse nu sunt valabile Teorema Dacă f este o funcție a clasei a și A este o mulțime a clasei p în spațiul & y/y, atunci proiecția Ρ a mulțimii I Γ) A pe axa x este o mulțime de clasa oo ț/(x)EF} = AV{/B+ftU)€^} nk Unde r m=E i/ wg n=n y E [/","gs |=n y " (c) X P K X nk Ho fn sunt funcții din clasa a, deci există o mulțime este o mulţime de clasă aditivă a şi, în consecinţă, f~l(F) este o mulţime de clasă multiplicativă a - f - , care urma să fie demonstrată În special, limita unei secvențe de funcții continue este o funcție a primei clase Limita unei secvențe de funcții de clase finite este o funcție a clasei ω -j - Teorema Limita unei secvențe uniform convergente de funcții din clasa a este o funcție a clasei a Într-adevăr, deoarece convergența este uniformă, există o succesiune de numere întregi (crescătoare) mn astfel încât |/(x) - - fm pentru orice punct x și orice k Să arătăm că că aceasta implică relaţia de echivalenţă {/(x)e)^ll{/ (x)e } p k p Să presupunem, pentru concizie, y - f(x) și yn = f(x) Să presupunem că y £ P\ atunci ym + k(~Bn pentru orice n și k, deoarece |y - ym + ft| există un indice arbitrar de mare n, astfel încât mulțimea E{I/(X) - fn (x) I -ln(M este limita unei convergente uniform >) Această condiție îi aparține lui Spielrain-Marchevsky (vezi Gagaev [ ]) Pentru alte condiții necesare și suficiente, vezi op sclav și Khan [ ], p § Mapări B-măsurabile secvențe de funcții fn din clasa a astfel încât toate mulțimile fp(UA) să fie discrete ) Mai mult, se poate presupune că mulțimile sunt finite dacă spațiul y este complet mărginit Fie spațiul y separabil (respectiv, complet mărginit), atunci pentru orice e > există o mulțime discretă (respectiv, o mulțime finită) / astfel încât orice punct al acestui spațiu este situat la o distanță e) Întrucât Ak și Bk sunt mulțimi disjunse ale clasei multiplicative a, există, conform teoremei de separabilitate (§ , VII, ), mulțimi cu două fețe Fk de clasa a astfel încât AkczFk și Fk П В = Conform definiţia mulţimii I, avem L' - U At, de unde UA = (J Ft Funcția g este definită după cum urmează: g(x) = Ui Uy Pentru Pentru x^Fk - (FiU • • • U este o funcție a clasei a Aceasta rezultă din faptul că mulţimea g~x(uy), care coincide cu mulţimea Fk-(Fx U ••• U Fk ), aparţine clasei aditive a (este chiar o mulţime cu două feţe a clasei A); întrucât valorile funcției g formează o mulțime numărabilă, atunci g~*( ) este o mulțime de clasa aditivă a, oricare ar fi Q Mai mult, pentru orice punct x, inegalitatea | / (x) - - £'(x)| care ia doar un număr finit de valori este limita succesivelor ') În ceea ce privește cazul funcțiilor reale, a se vedea Vallée-Poussin [ ], Kempisty [ ], Sierpinski [ ] Pentru cazul general, vezi Banach [ ], p ) Referitor la afirmațiile formulate mai jos, în secțiunea VIII, vezi Banach [ ], p Ch Spații metrice funcțiile fp ale claselor co k fie x un punct fix Deoarece GR = (J Alt setăm x £ A, i = i pentru unele i, adică /(x ) = yP Deoarece x e At pentru Z = £ i, rezultă din ( ) că pentru n suficient de mare XoC^/l și -^o C ^il- De aceea x e Pin, de unde fn (x ) = y(- = /(x ) Teorema Fie {/"} și țg"], n= , , , două șiruri de funcții de clase oo /r->oo Apoi există o secvență de funcții \hn} de clase este limita unui șir de funcții de clase co unde /p / , sunt funcții ale clasei a, luând doar un număr finit de valori, iar convergența este uniformă Se poate presupune că ( ) |/m+i (*) - fm(x)\ p h-m+ii satisfacerea conditiilor cerute rezulta din teorie Teorema , dacă înlocuim în ea funcţiile f cu fm, fn cu hmn, g cu fm+\, gn cu fm+i,n, iar constanta c cu / "' Să arătăm că ( ) lim ull(x) = /(x); aceasta completează demonstrația teoremei Să fie dat un punct x și £ > Fie m un număr întreg astfel încât / ni un număr întreg astfel încât ( ) \hmn( xo) - WI "o- Atunci pentru n > n , în virtutea ( ), ( ) și ( ), avem \hnn (* ) ~f(xo) K { I hnn (*o) ~hn-l,n (*o) !+••• • • • + I hmt , n (ho) h-mn (ho) I ! + I hmn (ho) fm (xfl) I + + I / m (xo) - / (xo) I co k punct forjat Deoarece FF - (J A,, atunci pentru unele i avem / = i x ^A[ Conform ( ), pentru n suficient de mare este valabilă includerea x e Fin, de unde fn(x ) = yi, adică fn(x ) = f(x ) Să trecem acum la cazul general Fie {/, "} o secvență de funcții din clasa care converge uniform către funcția /, fiecare dintre acestea ia doar un număr finit de valori (Teorema ) Fără pierderea generalității, putem presupune că inegalitatea ( ) este valabilă și că f (x) = Deoarece diferența fm(x) este o funcție a primei clasa (vezi VI, Exemplul ), atunci, așa cum tocmai am demonstrat, există o secvență dublă de funcții continue gmn astfel încât Iim Fmn W = fm-\(X) si m Fie hmn(x) = gin(x) Deoarece relațiile ( ) sunt satisfăcute, z = i atunci egalitatea ( ) se dovedește în același mod ca și în cazul teoremei IX Reprezentare analitică Familia de funcții reprezentabile analitic este, prin definiție (vezi Baer [ ]), cea mai mică familie de funcții care conține ) toate funcțiile continue, ) limitele secvențelor convergente ale funcțiilor care îi aparțin O astfel de familie de funcții se împarte în clasele Φ, unde a ) este formată din funcții reprezentând limitele șirurilor convergente de funcții ale claselor Φ^, | co În consecință, /m £ Φ£ > de unde rezultă că f ^ Φ> Astfel, se stabilește potrivirea clasei F? cu un set de funcţii S-măsurabile din clasa X-|- Cu ajutorul inducției finite, putem deduce din aceasta, ca mai sus, că clasa Φ+Λ coincide cu familia de funcții S-măsurabile ale clasei λ-φ-η~|- Cometariu În spațiile arbitrare (separabile metrice) y, atunci când definiți funcții reprezentabile analitic, este mai convenabil să luați ca punct de plecare funcții din prima clasă în loc de funcții continue Astfel, obținem o secvență transfinită de DF Φ , Φ, Dovada, care este complet analogă cu cea anterioară, ne permite să stabilim următoarea propoziție: *) Vezi Lebesgue [ ], Hausdorff [ ], cap ) În schimb, clasa a de funcții măsurabile B coincide cu clasa α i dacă a este infinit și nu este un număr limită Vezi Hausdorff [ ] § Mapări variabile/imuabile Teorema lui Banach [ ] Pentru fiecare spațiu separabil Y, clasa Φ, Y, atunci mulțimea D de puncte de discontinuitate a funcției tion f poate fi reprezentat sub forma ( ) o-u {/-CHO) -іnі[/- ( )]} = u{ ^)-/- И - Despre F unde G trece peste o familie de mulțimi deschise și F este o familie de mulțimi închise în spațiul y (vezi § , ІІІ ( )) Dacă spațiul Y este separabil, atunci formula ( ) poate fi înlocuită cu o formulă cu însumare numărabilă (a se vedea § , ІІІ ( )): ( ) D = U{/- (/?")- Int [/- (/?")]} = U{ ^ Fn Dar acest lucru este imposibil, deoarece F ∩ En = Astfel, X = În consecință, pentru orice n există o mulțime O Dn astfel încât /-i(D) (P) Apoi /- (F) co unde funcţiile fp sunt continue Notăm cu D mulțimea punctelor de discontinuitate ale funcției / și cu ω(x) oscilația funcției f în punctul x Fie E(e) mulțimea punctelor x astfel încât (r)(x) > £ Deoarece Z? = f(l)U (j)uf(jju este suficient să arătăm că E(e) este o mulțime din prima categorie pentru orice t > Pentru un e fix, punem E = E(c) Fie Ak mulțimea punctelor x astfel încât ( ) ІлгО) - Л ) k Deoarece funcțiile D, / , sunt continue, atunci Ak = Ak În consecință, mulțimea Fr( ft) nu este nicăieri densă Pe de altă parte, deoarece șirul f{, f G Conform ( )-( ), avem de unde |/(xz) -* f(xzz) ] ∂ ze/ , deci [/(O)] E Fie EE și y două {^-spații, f o funcție care este discontinuă punctual pe orice mulțime închisă' ) și F a *) În spațiul complet EE aceste transformări coincid cu transformările primei clase (vezi § , VII) § Mapări B-măsurabile deschis-închis set în spațiul y Atunci mulțimea f~x( F~) este descompunabilă În conformitate cu § , V, I, este suficient să se demonstreze că pentru orice mulţime închisă X, egalitatea X = X f] / (A) P X - f~x (A) implică faptul că X = egalitatea X = este complet analogă cu partea corespunzătoare a demonstrației teoremei (dacă înlocuim F;; cu mulțimea y - F) Separabilitatea unui spațiu este invariantă în hărțile f care sunt discontinue punctual pe orice set G&-mho Într-adevăr, să fie spațiul Y = f(TE) inseparabil Apoi conține (în virtutea § , VIII, Observația ) un set discret închis de cardinalitate Xp ^* = ' - }'&>•••)> unde g W Se spune că o mapare f are proprietatea Baire dacă, indiferent de mulțimea închisă Fcz y, mulțimea f~ (F) are proprietatea Baire Ținând cont de faptul că complementul la o mulțime care are proprietatea Baer are și această proprietate, se pot considera în definiție mulțimi deschise în loc de mulțimi închise Pe de altă parte, deoarece unirea și intersecția unei șiruri numărabile de mulțimi care au proprietatea Baire sunt mulțimi care au și proprietatea Baire (§ , ), concluzionăm că dacă f este o funcție care are proprietatea Baire și X este o mulțime Borel, atunci f~x (X) este o mulțime cu proprietatea Baer Deoarece orice mulțime Borel are proprietatea Baire, rezultă direct din definiție că orice funcție măsurabilă B are proprietatea Baire Aceasta este una dintre cele mai importante proprietăți comune tuturor funcțiilor ^-măsurabile și, prin urmare, și tuturor funcțiilor reprezentabile analitic (vezi și partea II) Cometariu Fie X (cz^*) o mulțime cu proprietatea Baire Mulțimea /"'(A') poate să nu aibă proprietatea Baire chiar dacă maparea f este continuă și mulțimea X nu este densă nicăieri Acesta este următorul exemplu: X = X>, Y - A > f(x) - x și X(c^T) este o mulțime care nu are proprietatea Baire în ceea ce privește FE II Condiții necesare și suficiente ') Teorema Pentru ca o funcție f să aibă proprietatea Baire, este necesar și suficient să existe o mulțime P din prima categorie (în spațiul A~) astfel încât restricția φ\(λ - P) să fie continuă (atunci se spune că funcţia f este continuă până la prima categorie a mulţimii) Se presupune că spațiul Y este separabil Necesitate Să construim o mulțime P din prima categorie astfel încât funcția g = f\(FE - P) să fie continuă, adică mulțimea *) Vezi Kuratovsky [ ], Nikodim [ ] § Funcții cu proprietatea Baer ^ (/ ) este deschisă în mulțimea FF - P, unde H este o mulțime deschisă arbitrară (în spațiul /) Fie S , baza spațiului y Atunci Н = US/? U U Prin presupunere, / (S; ) este o mulțime cu proprietatea Baire În virtutea definiției acestei proprietăți (§ , I), avem r\Sn) = Gn~ PnURn' unde Gn este o mulțime deschisă, iar Pn și Rn sunt mulțimi din prima categorie Sa punem p = (A și /?i) și (A și /? ) și • • • • Din formula g~\H) = f~\H) - p (§ , III ( )) rezultă că ) - și întrucât Pk U Rk cz P> atunci În consecință, g~} (H) = Gkn^ - u> deoarece mulțimea U Gkn este deschisă, mulțimea g"- ( ) este deschisă în F-P Adecvarea Fie P o mulțime din prima categorie astfel încât funcția g = f\(yg - P) să fie continuă Fie H o mulțime deschisă arbitrară Continuitatea funcției g înseamnă (§ , IV ( )) că mulțimea g~x ( ) = / ( ) - P este deschisă în - P, adică că are forma G - P, unde G - set deschis (în spațiu ,P) Apoi ( ) /- (H) = /- (H)-/'u(/"I( )n/') = G-/'U (/''(I) PR) Întrucât mulţimea P şi, în consecinţă, mulţimea /~ (H)(]P sunt mulţimi din prima categorie, descompunerea ( ) arată că mulţimea y ( ) are proprietatea Baer, care trebuia demonstrată Cometariu Comparând această teoremă cu concluziile articolului I, vedem că orice funcție B-măsurabilă, și cu atât mai mult orice funcție reprezentabilă analitic, este continuă până la o mulțime de prima categorie (spațiul Y se presupune a fi separabil) Aceasta implică, de asemenea, echivalența proprietății Baire a unei anumite mulțimi și a funcției sale caracteristice ') Această afirmație a fost dovedită de Baer [ ] Vezi și Kuratovsky [ a] Ch Spații metrice III Operații pe funcții cu proprietatea Baer Teorema (suprapunerea mapărilor) Fie o mapare f: Λ G G are proprietatea Baire și fie maparea g Z să fie B-măsurabilă; atunci maparea h -go f are proprietatea Baire Într-adevăr, deoarece mulțimile h~x (Fg= f~l [g" (F)] și g~'(F) sunt F-măsurabile, mulțimea f (F)j are proprietatea Baer Cometariu În cazul în care maparea / este B-măsurabilă și maparea g are proprietatea Baire, maparea go f poate să nu aibă proprietatea Baire Într-adevăr, luăm în considerare exemplul articolului I și notăm cu g funcția caracteristică a mulțimii X (presupunând că este o submulțime a spațiului /) Teorema Limita unei secvențe convergente de funcții cu proprietatea Baire are și această proprietate Această afirmație rezultă direct din formulă (vezi § , VIII, ): / (P = Pi[/"+nM ig k unde Bn este o bilă de rază /n având ca centru mulțimea închisă F Într-adevăr, deoarece mulțimea fn+k(Bn) are proprietatea Baire, orice mulțime obținută din ea prin unire și intersecție numărătoare are această proprietate Cometariu Fie / un spațiu separabil; se poate demonstra că limita unui şir de funcţii "continuu până la mulţimi de prima categorie" este o funcţie de aceeaşi formă • ■ • • Atunci funcţia fn I (X - P) este continuă, oricare ar fi n; - R) Întrucât punctele de discontinuitate ale unei funcții de prima clasă formează o mulțime de prima categorie (§ , X, corolar la), mulțimea R de puncte de discontinuitate a funcției /|(JF - P) este mulțimea de prima categorie în Λ - P și, în consecință, în întreg spațiul A Astfel funcția /\(A? - P - R) este continuă și mulțimea P[)R este o mulțime de prima categorie Teorema (funcțiile mai multor variabile) Fie o funcție f : LL să aibă proprietatea Baire, fie g(x, y) = f(x') § Funcții cu proprietatea Baer Atunci funcția g are proprietatea Baire în raport cu produsul T X / Aceasta rezultă din faptul că g~l(G) - f~x(O)XY și proprietatea Baire este invariabilă la înmulțirea cu axă (§ , VII, a) Cometariu Ținând cont de această invarianță, deducem din formula § , V (ii) în cazul unui spațiu separabil T următoarea afirmație: Fie maparea f : XY -> să fie continuă în raport cu variabila x și să aibă proprietatea Baire față de variabila y; atunci are proprietatea Baer (pe ?XY) - Dacă spațiul nu este separabil, se poate ajunge la aceeași concluzie, bazându-se, ca în § , V, pe invarianța proprietății Baer sub operația (c)^ (definită în § , X) Pentru a stabili această invarianță, demonstrăm mai întâi invarianța proprietății de a fi o mulțime din prima categorie În notația de la § , X, presupunem că mulțimile X^ sunt de prima categorie și considerăm mulțimile X^ definite prin formula § , X ( ) Deoarece mulțimile Xț sunt deschise în uniunea lor ,r = U(§ , X ( )), atunci Sn este o mulțime din prima categorie £ (conform § , III) În consecință, mulțimea S = S U'S U este, de asemenea, o mulțime din prima categorie, ceea ce înseamnă că proprietatea de a fi o mulțime din prima categorie este invariantă față de operația (^- Din această invarianță, precum și din invarianța proprietății de a fi o mulțime de tip G (§ , X, ) și din aditivitatea operației XI (§ , X, ), invarianța Urmează imediat proprietatea Baire (deoarece această proprietate înseamnă că mulțimea luată în considerare este uniunea unei mulțimi de tip C? și a unei mulțimi din prima categorie) Argumentând ca în § , VI, putem demonstra următoarea afirmație Teorema Fie / : (Γ -> Π i spaţiu Pentru ca maparea f să aibă proprietatea Baire, este necesar și suficient ca fiecare dintre coordonatele mapării f să aibă această proprietate Combinând teoremele , și , obținem următoarea teoremă, similară cu teorema din § , VI Teorema Fie fiecare dintre funcțiile fi' i -> yi să aibă proprietatea Baer și funcția p: ηi -> % să fie B-măsurabilă i Atunci funcția goi) are și această proprietate Se presupune că spațiile Ui sunt separabile Ch Spații metrice Urmând metoda de raționament din § , VII, putem demonstra următoarea teoremă: Teorema Dacă f are proprietatea Baer, atunci mulțimea i = E [y = /(*)] T, y are proprietatea Baer Remarci Teorema inversă nu este adevărată în general, graficul mapării f poate avea proprietatea Baire, în timp ce maparea f nu are această proprietate Vom reveni asupra acestei probleme în § , IV Conform § , VI, , dacă y este un spațiu separabil complet în sine, atunci mulțimea I este o mulțime de prima categorie IV, Funcții cu proprietatea Baire în sens restrâns O funcţie f are proprietatea Baire în sens restrâns dacă, oricare ar fi mulţimea închisă F, mulţimea f~ (F') are proprietatea Baire în sens restrâns Aceasta înseamnă că, oricare ar fi mulțimea E, restricția f \ E are proprietatea Baire față de mulțimea E, sau (în virtutea teoremei articolului II) că această restricție este continuă până la mulțimile din prima categorie în ceea ce privește la E Se presupune că spațiul Y este separabil Într-adevăr, condiția luată în considerare este necesară, deoarece dacă punem g ^ = f \ E, atunci (§ , III ( )) (F) = E P (F), și astfel la fel cum, prin presupunere, mulțimea /'(F) are proprietatea Baire în sens restrâns, atunci mulțimea g (F) are proprietatea Baire față de E Aceasta înseamnă că funcția g are proprietatea Baire (cu faţă de mulţimea E) Invers, fie E o multime arbitrara, iar multimea g~'(F) are proprietatea Baire fata de E; atunci mulțimea / (f) are proprietatea Baire în sens restrâns Prin urmare, deoarece mulțimea închisă / (Γ) este arbitrară, funcția f are și această proprietate Desigur, ca seturi E se pot lua seturi perfecte sau seturi închise (vezi § , VI) Deoarece orice mulțime Borel are proprietatea Baire în sens restrâns (§ II, VI), orice funcție măsurabilă B are și această proprietate Cu toate acestea, există funcții care au proprietatea Baire în sens restrâns și nu sunt măsurabile cu B (vezi § , II) Teoremele , , p III pot fi demonstrate în mod similar pentru proprietatea Baer în sens restrâns, § Funcții cu proprietatea Baer Să adăugăm că proprietatea Baer în sensul restrâns al unei mulțimi arbitrare și funcția sa caracteristică sunt echivalente Cometariu Din ipoteza continuumului rezultă că afirmațiile , și , în care proprietatea Baire este înlocuită cu proprietatea Baire în sens restrâns, nu sunt adevărate (vezi § , VIII) V Legătura cu măsura Lebesgue ') Teorema Fie f o funcție reală definită pe un spațiu separabil Γ și având proprietatea Baer', atunci există o mulțime Z astfel încât Z - Z este o mulțime de prima categorie și mulțimea f(Z) are măsura zero' m{/(Z)) = Luați în considerare mai întâi cazul în care / este o funcție continuă Lăsa /? = (r/(r , (•$*,")] de unde me{f{Sktn)} unde me este măsura exterioară Sa punem Qst,, L= *= Atunci pentru orice n avem CO co z există un indice n astfel încât IPn - n, cu alte cuvinte, dacă lim q(t'ra) = , unde En este notat cu Π -> ω conţine mulţimea (pn, pn+ , ■ ■) Se spune că un spațiu metric este complet!) dacă oricare dintre secvențele sale fundamentale este convergentă, adică dacă există un punct p e A\ astfel încât p = lim pn P -> CO Cometariu Conceptul de spațiu complet nu este un concept topologic: un interval deschis există indice n care | pk - p | n Prin urmare, | rp - rk | n astfel încât I p - p I n, atunci | p, - pk | n Atunci I pk - p I ■ -> ■: n -> co Teorema anterioară, care este valabilă pentru orice număr finit de factori, poate fi extinsă la un produs numărabil al spațiilor Teorema Produsul unei secvențe de câmpuri i spații dimensionale, metrizate prin intermediul unei formule unde = ( ' "' • ■ •) și V = (V este un complet spațiu (vezi § , VI, Observația ) § Definiţii Proprietăți generale Într-adevăr, să presupunem că secvența $ , , este fundamentală Fie i un index fix arbitrar Pentru orice e > (astfel încât - 'e > ) există un indice n astfel încât - g | /r Apoi Kg ~~~ bj I + I Kg ~ S* I Unde al -lea - 'e al -lea | l" *| o (c) În special, spațiul euclidian, spațiul tuturor secvențelor de numere reale, cubul n-dimensional ffn, cubul Hilbert, spațiul numerelor iraționale din intervalul ff (Ko este cardinalitatea mulțimii numerelor naturale), sunt spații complete topologic (adică sunt homeomorfe cu spații complete) ) IV Spațiu ( G), I Teorema Dacă SE este un spațiu complet, atunci spațiul ( r), n este și el complet* ) Într-adevăr, fie At, A , șirul Cauchy de elemente din spațiul ( x)m, adică pentru orice ε > există un indice /r(e) astfel încât ( ) (n > u(e)) (dist (Dn, Dn(e)) /r(e) Așa că rămâne de demonstrat asta ° p(p, A(e)) n(e) (vezi § , VII ( )) Ca limită superioară a secvenței (La), mulțimea L satisface ■) Un spațiu cV metrizat în așa fel încât să devină un spațiu complet se mai numește și "spațiu Baer zero-dimensional"* ) Teorema lui Hahn [ ], p Topologie, vol I Capitolul Spații complete corespunde incluziunii L /r, ,) și luăm în considerare șirul qq q , , "o" nk definit prin inducție astfel: alegeți un punct q din mulțime astfel încât q == q și I q -q | Y poate fi privită ca un spațiu metric dacă punem distanța egală cu ( ) IA - LI = sup І/iW - λ(*)I- x£X Teorema Dacă spațiul y este complet, atunci spațiul Φ(Y, Y) este și el complet Într-adevăr, să presupunem că \fn-~ Δ| n Prin urmare, pentru un x fix, avem | fn (x) - fk (x) | co converge, apoi funcțiile fp converg către funcția / în sensul distanței ( ), și este ușor de observat că /SF(Y, Y) Teorema Dacă spațiul Y este complet, atunci și spațiul funcțiilor continue mărginite este complet Într-adevăr, limita unei secvențe uniform convergente de funcții continue este o funcție continuă (§ , X, ) Această teoremă este valabilă și pentru spațiul funcțiilor din clasa a (vezi § , VIII, ), spațiul funcțiilor măsurabile B și spațiul funcțiilor cu proprietatea Baire (vezi § , III, ) VI Metrizarea completă a seturilor d Următoarea afirmație rezultă direct din definiția unui spațiu complet: § Definiţii Proprietăți generale Orice submulțime închisă a unui spațiu complet este în sine un spațiu complet (în raport cu metrica indusă) În virtutea corolarului § , XIII, orice (/^-submulțime a spațiului metric X este homeomorfă pentru o anumită}' submulțime închisă a produsului direct A' X unde este spațiul șirurilor infinite de numere reale Fie A " fie un spațiu complet, atunci spațiul + X ca produs două spații complete este un spațiu complet, la fel ca fiecare submulțime închisă a acestuia Așa că ajungem la următorul rezultat: teorema lui Alexandrov* ) Orice set G^nod al unui spațiu complet este homeomorf unui spațiu complet, un e este un spatiu complet in sens topologic Remarci Procesul care ne-a servit pentru a demonstra corolarul din § , XIII, ne permite să definim direct "noua distanță" în setul €? în așa fel încât acest set să devină un spațiu complet set Q = Gl(] G ț] unde Gz sunt mulțimi deschise, setăm p(x, cp ■ Apoi noua distanță dintre două puncte x și y ale mulțimii Q este definită după cum urmează: ( ) || X - y || = | X - y | + ]£ (= o-Z IL X) - L (U) I + L (+-L-(U) ' Teorema anterioară este un caz special al următoarei teoreme complete de metrizare (vezi Kuratovsky [ ], [ ]): Fie A un spațiu metric și mapări continue, m = , Să presupunem că dacă xx, x , este o secvență fundamentală astfel încât șirul /Ax^, f(x ), ( ) este mărginită (pentru fiecare indice i~\, , ), apoi succesiunea xp x , converge În această ipoteză, spațiul A devine un spațiu complet față de noua distanță II x - y || definită prin formula ( ), iar topologia acestuia nu se modifică, i e ( ) ( lim II xz - x I = (lim I xz - x| = ') Vezi Aleksandrov [ ] O demonstrație simplă a acestei teoreme a fost dată de Hausdorff [ ] În ceea ce privește teorema inversă, vezi § , III * Ch Completați spațiile Din teorema anterioară, putem obține și mai multe teoreme generale care au aplicații importante, dacă presupunem că în spațiul LL este definit conceptul de convergență xz -> x, astfel încât (xz x) lim ] X; - x I \u d J, mai mult, continuitatea mapărilor fm, precum și convergența considerată în condiția ( ), trebuie înțelese în sensul convergenței χ -> x În aceste ipoteze, teorema noastră rămâne adevărată dacă înlocuim xr -> x în relația ( ) în loc de lim | xt-x | = /->" VII Completarea unui spațiu metric Am demonstrat (§ , X, ) că orice spațiu metric LL este izometric față de o anumită submulțime a spațiului de funcții reale continue și mărginite definite pe spațiul LL Întrucât spațiul numerelor reale este complet, acest spațiu funcțional este complet conform V, Astfel, avem teorema lui Hausdorff Fiecare spațiu metric este izometric pentru un subset al spațiului complet Această teoremă poate fi demonstrată şi după cum urmează') Să considerăm spațiul RL ale cărui elemente sunt șirurile fundamentale a-[a\ a , , a', ] de puncte din spațiul RL Definim distanța dintre două puncte a și b din spațiul LL după cum urmează: ( ) - &!= lim | A'- Sunt identificate două secvențe cu distanță zero între ele (vezi § , I, Observație) Spațiul LG, așa cum vom demonstra, este complet și conține o mulțime izometrică față de spațiul LL În primul rând, L" este un spațiu metric, deoarece, pe de o parte, din inegalitate \ a - b I a - a - {- [ a - b' | D- b' - b rezultă că I - b - \a) - b}' II a - a \ b' - b \, ') Vezi Hausdorff [ ], p Dovada lui Hausdorff, pe care o oferim aici, este o generalizare a binecunoscutului proces Cantor-Mere pentru determinarea numerelor iraționale § Definiţii Proprietăți generale și, în consecință, dacă șirurile a și b sunt fundamentale, atunci șirul de numere | a -/>'|, | a - b , fundamentale Aceasta implică existența unei limite lim \a - b' | Deci, pentru orice pereche de elemente spațiale, este definită o distanță Pe de altă parte, axioma triunghiului este valabilă, deoarece dacă în inegalitatea \a' - b ]I a - cl\'> \bi - cz| mergem la limită, atunci obținem |g - b I -ț- a - c\'^>-\b - c| În cazul în care pentru orice i sunt valabile egalitățile a' - x u și b = y, este evident că |x - y | = | a-b\ Spațiul X este izometric, așadar, la o submulțime a spațiului X, constând din secvențe de forma {x, x, x, } Rămâne de demonstrat că spațiul este complet Fie a , , an, o succesiune de puncte în spațiu, atunci există o secvență de numere întregi pozitive /n wn astfel încât ( ) K" - аяІ тп Fie șirul ap a , fundamental Să demonstrăm că șirul a = a(tm)*, ] este de asemenea fundamentală, adică că în £ şi, în plus, a = lim an Fie e > Deoarece șirul a-,, a , este fundamentală, există un indice q = q(e) > /e astfel încât | aq - Qq+k | A- Din inegalitate eu ~ eu mn, n' > q și q avem ( ) | , există un indice q astfel încât, pentru n > q, inegalitatea ( ) este valabilă de îndată ce indicele i este suficient de mare Lasă i -> oo; atunci, în virtutea relaţiei ( ), avem I an - a I e, de unde rezultă că lim an - a p->co Cometariu Dacă identificăm punctele x ale spațiului LG cu șirurile [x, x, x, ], atunci LG, considerat ca o submulțime a spațiului A~, este dens în LG Într-adevăr, fie a - [a}, a , ]^ λ, atunci a = lim an, unde an = [a", an, an, ], n -> EO întrucât, conform ( ), | an - a] - lim | an - an+i[; deoarece după -r -> oo secvența a este fundamentală, avem lim ja "- a - P-^oe În special, dacă spațiul Λ este separabil, atunci spațiul Λ este de asemenea separabil § Secvenţe de mulţimi teorema lui Baer Se presupune că spațiul considerat în această secțiune este complet (separabil sau neseparabil) I Coeficientul n(A) limitat (§ , VIII) Teorema ) Orice succesiune At^ A ^ de submulțimi închise nevide ale spațiului LR, astfel încât lim a(An) = , converge în spațiul ( Ж),Л către mulțimea nevide Al ∩ A f | Să presupunem mai întâi că succesiunea (Ara) nu este fundamentală Atunci există ε > și o succesiune crescătoare de numere întregi astfel încât dist(Hn, A^) > ε Aceasta implică faptul că există o secvență de puncte astfel încât w şi P(Pn), deoarece din includerea lui Anzo Akft rezultă că că p(An, x) = pentru orice χ e An ') Vezi Kuratovsky [ ] Conform unei teoreme din Cap (vol ), mulţimea A[ r) A fl este compactă § Secvenţe de mulţimi teorema lui Baer Fie m un număr întreg astfel încât a( m) A Prin urmare, Din relaţiile pt £Zp pt £Zx şi d(Zj) -la)=y(^-l) prin urmare, Setăm An = n ■ • • P F%n D) P • • • P F\n- Din precedentul teorema rezultă că ГІ (Р Л Fi ) = П = И = , prin urmare, n= h w n= Ch Completați spațiile I Teorema lui Cantor ) Pentru orice succesiune A^A ^o mulţimi închise nevide astfel încât lim (Ara) = , mulţimea Q At este formată dintr-un punct P-*SO I Această teoremă este o consecință directă a teoremei din itemul I și a inegalității a(A,;) (An) Observație Teorema lui Cantor poate fi demonstrată într-un mod mai direct Și anume, alegând un punct pn din fiecare mulțime An, obținem o secvență fundamentală Limita acestei secvențe aparține fiecăruia dintre mulțimile An (deoarece mulțimile An sunt închise) și, prin urmare, aparține mulțimii Q At i Observația Această teoremă caracterizează spațiile complete (dintre spațiile metrice) Într-adevăr, fie Rul P' ■■■ o succesiune fundamentală, fie En = -(pn, Pn + U ■ ■ ■)' apoi lim (En) = După teorema lui Cantor, Λ-> există un punct de unde \p - | co J , CO x CO f P Rp = P / (^) - \l = / n = Într-adevăr, există o includere (a se vedea § , III ( a)) /(n Fn)cn /(/=■")• \n= / n= înapoi, lasă y € PKRp) și ^n = FnrJ(y) P >) Vezi Kantor [ ] și Hausdorff [I], p , unde această teoremă este dată în aceeași formă ca aici § Secvenţe de mulţimi Teorema lui Baer Conform teoremei articolului I, ¥= , de unde /~'(y)P P F H • • • + , P în consecință, £/GP Fn\ \n J IV Teorema lui Baer [ ] Orice set din prima categorie este un set de granițe Într-adevăr, fie E - U nicăieri seturi dense eu - entități, I - , Fie Deci o minge închisă arbitrară Să demonstrăm că So - A#= Să luăm în considerare o secvență bile închise definite (prin inducție) după cum urmează după cum urmează: dacă mulţimea nu este nicăieri densă, atunci există o bilă închisă Sn astfel încât Nn și d(Sn) • • •)* Fie Zn = (yn) Atunci ^'=Z L)Z U HZra = Zn În plus, multe mulţimea E Π Zn conţine cel mult un punct, deoarece din condiţiile x £ E(\Zn şi x' £ E() Zn rezultă că f(x) = yn - f(x'), de unde x - x' (funcția / E este unu-la-unu ) Conform Corolarului , atunci mulțimea E este rară, contrar presupunerii Corolarul Să fie dat într-un spațiu nenumărabil complet separabil un sistem de mulțimi Ea p, unde a N o-a de aici urmează formula ( ) Remarci Demonstrarea teoremei lui Baer poate fi eficientizată în următorul sens (vezi § , VIII): fie o bază de ° a spațiului /? secvență D nicăieri seturi dense A/j, D , și ° minge Deci; atunci se poate defini un punct p aparținând mulțimii So-(PR |A U Într-adevăr, punem Sn - R^ pentru n > , unde kn este cel mai mic indice astfel încât Atunci intersecția lui QSZ constă dintr-un punct, pe care îl numim = semnificativ prin r Teorema lui Baire este echivalentă cu presupunerea că orice succesiune de mulțimi arbitrare Xn satisface egalitatea JT-U [X"()(^~Xn)] = JE n = Aceasta rezultă din faptul că nicăieri mulţimile dense nu pot fi definite ca mulţimi de forma X Π -X) (vezi § , II) Dacă presupunem că mulţimile Ea p nu au proprietatea Baire, atunci Corolarul devine fals Într-adevăr, folosind ipoteza continuumului, se poate demonstra că într-un interval există un sistem de mulțimi En, unde n - , , și , Ch Completați spațiile punem în corespondență punctul p, care aparține fiecărui } din mulțimea Op, n - , Fie Rlt R , baza spațiului și k, cel mai mic indice astfel încât Rn cOb Rk r) ( n + și b (/?*,) Mulțimea funcțiilor / care nu au proprietatea P este, așadar, egală cu uniunea pentru care exista un punct r relatie satisfacatoare ( ) Deoarece spațiul Φ este complet (vezi § , V, ), rămâne doar să demonstrăm că mulțimea /Vn nu este nicăieri densă (în Φ) Mulțimea Nn este închisă, deoarece dacă {D), fe=l, este o succesiune de funcții, iar {x/r}, Ă- , este o succesiune de puncte, îndeplinind condiția ( ), atunci este ușor de demonstrat că atunci când șirul {fk} converge uniform, limita sa aparține lui Nn Inchiderea multimii Nn se stabileste direct folosind notatia logica Într-adevăr, avem ( ) ld = EV L + ( I p I) Relația ( ) înseamnă că mulțimea Nn este proiecția (paralelă cu axa c ) a mulțimii închise G l II f(x + h)-f(x) I o P (I / (l + L) - / (l) I) h Deoarece axa este compactă, proiecția unei mulțimi închise este închisă (vezi § , V, Teorema ) Să demonstrăm acum că mulţimea Λ n nu este densă nicăieri; întrucât este închisă, este suficient să se demonstreze că este o mulţime de graniţe; întrucât mulțimea de funcții liniare pe bucăți este densă în Φ, este suficient să demonstrăm că dacă f este o funcție liniară pe bucăți, atunci există o funcție în Φ - Nn care diferă de f arbitrar de mică Dar este evident Se stabileşte astfel existenţa funcţiilor continue care nu au derivată finită; mai mult, funcțiile care nu au această caracteristică formează un set din prima categorie (și deci reprezintă o "excludere" în colecția de funcții continue) § Continuarea funcţiilor I Extinderea funcţiilor continue Teorema Fie ST un spațiu metric, / să fie un spațiu metric complet și să fie f : ∆ -> / o hartă continuă Atunci maparea f poate fi § Continuarea funcţiilor continuați în mod continuu până la mulțimea β care conține A și anume la mulțimea A* a unor astfel de puncte p e A astfel încât (o(p) = , adică oscilația hărții f în punctul p se transformă în (vezi Sec , III) Pentru fiecare punct p e A* punem în corespondență o succesiune [pn] astfel încât Pn e A și lim pn - p Se notează prin En many-I->OO (pn, pn > , atunci din egalitatea (r)(p) = rezultă că lim [/ (pn)] - , de unde șirul f (pj), /(p ), ■ • • fundamental Deoarece spațiul / este complet, setăm /*(p)= lt/(pn), adică f*(p)= P f(G), P->co G unde străbate mulțimea tuturor vecinătăților punctului p (vezi § , I, corolar) Astfel maparea /* este definită pe mulțimea A* (de tip G , conform § , III) Pentru x e A avem /(x) = /*(x) Rămâne de demonstrat că maparea /* este continuă pentru p G A*, adică că u*(p) = , unde u* este oscilația lui /* Deoarece O este un subset deschis al EE, avem /*(O)c=/(O), de unde b[/*(O)] A Atunci afirmația teoremei nu este valabilă Din teorema anterioară rezultă următoarea propoziție: Fie EE un spațiu metric separabil de cardinalitate c; atunci există o mapare g' EE->¥E discontinuă pe fiecare set de cardinalităţi c (Teorema lui Sierpinski și Sigmund [ ] ) Dovada acestei propoziții se bazează pe următoarea lemă a teoriei generale a mulțimilor: Fie Φ o familie de mapări de submulțimi ale unei mulțimi date EE în mulțimea y Dacă EE, Y și Φ au cardinalitate ip, atunci există o mapare g' Pentru a demonstra acest lucru, aranjam elementele multimilor EE si Φ in secvente transfinite {xa} si {/a}, care au cel mai mic tip de ordine posibil, si definim o mapare g pentru Topologie, Ț Ch Completați spațiile prin intermediul inducției transfinite, prin acordul că g(xa) = # D(xa), oricare ar fi t, f(A) să fie deschisă Apoi maparea f are o extensie deschisă continuă /* : A* -> unde A* este un set de Gb Aplicații pentru probleme de alimentare Enunţurile - sunt de natură auxiliară; ne vor servi pentru a demonstra teorema !)• Teorema Să fie dată o funcție care atribuie oricărei g - pentru x = £ x' Deoarece mn = w, avem Мх = рх U Рх = m = Qx și Рх n Qx = Pentru X A* Fiecărui X F punem în corespondență mulțimea S(X)~ [J /A (X) X £ : și notăm cu F* familia tuturor mulțimilor (X), unde X * Ch Completați spațiile funcționează familia F Deoarece fx(X) cA*x și A* r) A*, = pentru x R x', avem a\nsw-l; W, Unde ( ) (A;n (A'))- (T) = /Xo(A)-/Xo(T) Deoarece maparea f este unu-la-unu, avem Unde W fXa W \u d TZ / X ~ P \u d g \u d t- Fie acum (X) = £ S(/), apoi X # = Y, de unde X - K = m și, în virtutea ( ) și ( ), (Х П (Х)) - (У) = m, de unde (ĂXa (]S(X))~ ȚF) = m Aceeași egalitate arată că inegalitatea X XY implică inegalitatea (X)#=S(K), de unde F* = F - m Teorema ') Fie JG o multime infinita de cardinalitate ip si Ф o familie de cardinalitate -C ip de mapari ale submultimii multimii YG in submultimi ale multimii YG avand cardinalitatea ii; atunci există o familie F de cardinalitate m de submulțimi din JG astfel încât din relațiile X f F, Y £ F și X R Y rezultă că f(X) - Y - m, oricare ar fi funcția f e Φ Punem w= si plasam elementele familiei Φ in sirul transfinit / , j\ /a, (a ) ca asta în aşa fel încât orice element al mulţimii Φ se repetă de m ori Pentru fiecare fixă / orice valoare y a funcției f punem în corespondență un element x astfel încât f(x) = y, iar pentru f = f notăm cu Aa mulțimea elementelor x alese astfel Atunci Aa = m și restricția s'a = /aUb este unu-la-unu Există o secvență transfinită pi, p{ pa, (a Ya Deoarece P P E^ = , adică P P fa (Ya, Yg) = , atunci ya, $ /a (P), prin urmare, ya, t - A (P) cK - / (P) Remarci Teorema rezultă din teorema dacă punem = ( / și F=(£J) Demonstrarea teoremei nu se bazează pe ipoteza continuumului, deoarece dacă presupunem că C > Kp, atunci teorema este evidentă Cu toate acestea, fără continuumul ipotezei, este imposibil să se dovedească existența unei mulțimi de cardinalități c pentru care intervalul nu este continuu Inegalitatea Y - f(P) din teorema poate fi înlocuită cu egalitatea Y - f(P) - Kp Într-adevăr, descompunem orice mulțime Y £ F în Kj submulțimi disjunse de cardinalitate Ki și notăm cu F* familia care se obține din familia F prin înlocuirea fiecărei mulțimi Y cu submulțimile sale Aplicând teorema la familia F*, obținem rezultatul cerut Dacă familia de funcții continue este înlocuită cu o familie de funcții arbitrare de cardinalitate Kj (sau chiar s B este un homeomorfism Rămâne de demonstrat că Ag și B sunt mulțimi de tip G Să punem /r(x) = [x, /*(%)]; apoi Ai - h^x(J) Deoarece maparea h este continuă și mulțimea J este închisă în X B* (§ , V, ) și, în consecință, este o mulțime Ob în spațiul X /, mulțimea A (T) este o mulțime de în A* (§ , IV ( )) și, în consecință, în UG În același mod vom demonstra că Bx este o mulțime de în spațiul y Să demonstrăm acum următorul corolar al teoremei din punctul I Consecinţă Fie YY și y spații metrice (mai mult, y este un spațiu complet), și fie A C UE și fie f' o hartă A~> y este un homeomorfism, apoi poate fi extins la un homeomorfism definit pe G^-mulțimea Într-adevăr, notăm cu UE* spațiul complet care conține topologic spațiul UE (vezi § , VII) Homeomorfismul / admite o extensie a mulțimii Alt, care este o mulțime de față de spațiul UT* Există o incluziune A cz I] cz UE* Mulțimea A = A T) este mulțimea necesară: este o mulțime O (în UE), conține mulțimea A, iar maparea extinsă este un homeomorfism pe A Remarci Setul /(A ) nu trebuie să fie de tip G Într-adevăr, fie UE - A mulțimea numerelor raționale din intervalul q, y = q și f(x) = x Teorema lui Lavrent'ev ne permite să stabilim următoarea teoremă, care a fost demonstrată în alt mod în § , IV (Teorema ): orice mulțime n-dimensională (situată într-un spațiu metric separabil) este conținută într-un anumit n-dimensional G^-mulțimea; prin urmare, este conținută topologic în spațiul n-dimensional complet ') ') După cum va fi arătat în volumul , termenul complet poate fi înlocuit cu termenul compact § Continuarea funcţiilor Dovada (vezi Tumarkin [ ]) se reduce la cazul când n = (vezi § , IV, Teorema ) Deci, fie A o mulțime cu dimensiuni zero; atunci există un homeomorfism între mulțimea A și o submulțime a mulțimii Cantor (§ , IV, Teorema ) Acest homeomorfism admite o extensie, în virtutea corolarului anterior, la unele (? -mulțime; această ultimă mulțime este zero-dimensională, deoarece este homeomorfă la o submulțime a mulțimii zero-dimensionale III Caracterizarea topologică a spațiilor complete Teorema Fie EA un spațiu metric arbitrar Oricare dintre submulțimile sale homeomorfe pentru spațiul complet y este o C^-mulțime ') Într-adevăr, să fie în corolarul anterior f o mapare pe spațiul Y', atunci extensia /* a mapării / coincide cu / (deoarece maparea /* este unu-la-unu); astfel, domeniul mapării / (adică, mulțimea A) coincide cu domeniul mapării /*, care este o (^-mult * ) Cometariu Din această teoremă și teorema din § , VI, concluzionăm că o submulțime a unui spațiu complet este homeomorfă unui spațiu complet (adică, complet topologic) dacă și numai dacă este o mulțime De aici rezultă că orice set homeomorf la un set G conținut într-un spațiu complet este un set Gb Din punct de vedere topologic, spațiile complete separabile nu sunt altceva decât G^-mulțimi situate într-un cub Hilbert Într-adevăr, în virtutea teoremei lui Urysohn, orice spațiu metric separabil este homeomorf pentru o submulțime a cubului (§ , II); dacă acest spațiu este, în plus, complet, atunci această submulțime, așa cum am arătat, este ceva (/^-mult IV Invarianța internă a diferitelor familii de mulțimi Conform § , IX, se spune că o proprietate P a mulțimilor este intrinsec invariantă în spații complete dacă fiecare submulțime a unui spațiu complet homeomorfă unei mulțimi are *) Această afirmație este un caz special de invarianță a clasei Borel (vezi Sec IV) ) Vezi Sierpinski [ ] pentru o dovadă mai directă ) Teorema lui Mazurkiewicz [ ] Vezi și Sierpinski [ ] Această teoremă poate fi obţinută şi direct din teorema lui Lavrent'ev fără a folosi teorema din § , VI, vezi op sclav Lavrentiev Ch Completați spațiile care posedă proprietatea P și se află în același spațiu sau alt spațiu complet are și proprietatea P Teorema (Lavrentiev [ ]) Fie P o proprietate invariantă intern astfel încât dacă X are proprietatea P, atunci orice set de tip O& din X are și această proprietate Conform acestor ipoteze, următoarele proprietăți sunt invariante intern ° proprietatea P să fie uniunea unei familii numărabile de mulțimi cu proprietatea P; ° proprietatea P să fie intersecția unei familii numărabile de mulțimi cu proprietatea P; ° proprietatea Pp să fie diferența a două mulțimi având proprietatea P; ° proprietatea lui Pc de a fi complementul unei mulțimi care are proprietatea P, sub ipoteza suplimentară că mulțimea care are proprietatea P păstrează această proprietate dacă i se adaugă o mulțime Pa Invarianța proprietății Po este evidentă (nu depinde de ipoteza că de mulțimi relative au proprietatea P) Pentru a demonstra °, punem A - Q An, unde mulțimile An ob-n ~ se înțelege cu proprietatea R; fie maparea f:A->B un homeomorfism În virtutea teoremei lui Lavrentiev, maparea homeomorfă f : A > B poate fi extinsă la o mulțime de , pe care o notăm cu A* În consecință, A = A P A', de unde A = (An (] A*) și = B \u d f (A) - | ~ | / (Lg P L*), deoarece maparea / este reciproc unu-/r - semnificativ Deoarece A* este o mulțime O , mulțimile Ll P A* și / (An P L*) au proprietatea P și, prin urmare, mulțimea B are proprietatea P Dovada afirmațiilor ° și ° este similară Fie A = - L, - L , n fie simbolurile B, f și A* să aibă aceeași semnificație ca mai sus Apoi L - L L L* = (L, P L*) - (L P L*), de unde = /(A) = /(A! P L*)~/(A P D*) care dovedeste ° Fie, în final, A = - A (complement la A}) Apoi L \u d L * P (- AJ \u d L * - (L, L L *) Și B \u d / (L) \u d / (L ') - / (L PL *) \u d - {[- / (L *)] și / (L L *)) § Continuarea funcţiilor Deoarece f(A*) este o mulțime de , rezultă că -f(A*) este o mulțime /^ Prin urmare, mulțimea dintre paranteze are proprietatea P, iar mulțimea B are proprietatea Pc Din °, °, ° și invarianța intrinsecă a de seturi (stabilită în Secțiunea III) rezultă Corolarul I ) Proprietățile de a fi o mulțime Borel din clasa Ga, a > (G , etc ), și o mulțime Borel din clasa Fa, a > (Fo , Fobo, etc ), sunt intrinsec invariante Observația Este suficient să presupunem că A este o submulțime a spațiului complet, în timp ce mulțimea B (homeomorfă la A) poate fi considerată o submulțime a unui spațiu metric arbitrar JF Într-adevăr, dacă este o completare a spațiului F (vezi § , VII), atunci mulțimea B este, după Corolarul , o mulțime de clasa O (clasa Fa) în raport cu spațiul F* și, prin urmare, și în ceea ce privește la spațiul Sb, care conține mulți B Corolarul Proprietatea Baer în sens restrâns este invariantă intern Într-adevăr, pentru ca o mulțime A să aibă această proprietate, este necesar și suficient ca orice submulțime închisă Z din A să fie uniunea dintre o mulțime Borel și o mulțime din prima categorie din Z (§II, VI) Observația Invarianța proprietății Pp poate servi pentru a demonstra invarianța intrinsecă a descompunebilității în serii alternante (finite sau transfinite) de mulțimi din clasa Ga (sau clasa Fa) ) De exemplu, proprietatea de a fi diferența a două mulțimi Ob este invariantă intern (vezi Sierpinski [ ]) V Aplicaţii la ranguri topologice Teorema În fiecare spațiu complet separabil de cardinalitate c, există o familie formată din P! multimi ale caror ranguri topologice sunt incomparabile perechi ) Această teoremă decurge cu ușurință din teorema I, Poate fi dedusă mai direct din următoarea teoremă în teoria mulțimilor generală ■) Acest corolar a fost stabilit fără aplicarea teoremei lui Lavrentiev pentru unele cazuri speciale (totuși, sub ipoteze suplimentare asupra spațiilor); pe lângă lucrările menționate mai sus ale lui Mazurkiewicz și Sierpinski, vezi Sierpinski [ ] (cazul seturilor ^, O oft, ) și Mazurkiewicz [ ] Pentru generalizări suplimentare, vezi Hausdorff [ a], Taimanov [ ], [ ], Keldysh [ ], Weinstein [ ] ) miercuri cu "clase mici" de Borel, § ) Vezi Kuratovsky [ ], Sierpinsky [ ], Banach [ ] Ch Completați spațiile Fie Ф o familie de mapări de submulțimi ale unei mulțimi date în submulțimi ale mulțimii YF Fie X și Y submulțimi ale unei mulțimi; să le numim incomparabile (în ceea ce privește familia Ф) dacă nu există o mapare a uneia dintre aceste mulțimi într-o submulțime a celeilalte în Ф Apare Teorema Fie Φ o familie de mapări unu-la-unu și ^' = Φ=m; atunci există o familie F constând din m submulțimi incomparabile pe perechi ale mulțimii YF Mulțimea YG, precum și familia Φ, completată de toate funcțiile inverse celor conținute în Φ, sunt plasate în două secvențe transfinite {xa} și {/J de tipul de ordin cel mai mic posibil Fie /e = {pa} o secvență transfinită definită prin inducție în așa fel încât pa să fie diferit de toate p^ și de toate dacă g y o mapare a clasei a; apoi poate fi extins (fără a schimba clasa} la o mulțime A* a clasei multiplicative În special, dacă mulțimea A aparține clasei multiplicative a > , atunci funcția f poate fi extinsă la întreg spațiul x) Deoarece teorema a fost stabilită pentru a = în partea I, se stabilește a > Conform § , VIII, , există o succesiune de funcții fn de clasa a, definite pe mulțimea A, convergând uniform către funcția /, iar mulțimile fn(A ) sunt discrete Atunci poti a pune ( ) ІЛ (*) - Л ) e, u = L y'n, ], unde Jy^j este un finit sau infinit naya succesiune de elemente diferite Fie Blt = [/T (Y^ )] A • • • P[/; (y'' )] • Deoarece fiecare dintre mulțimile f'(y*) este o mulțime cu două fețe de clasa a față de Și (deoarece punctul ylk, ca punct izolat al mulțimii fk(A), este o mulțime clopenă în această mulțime), condițiile Teoremei , § , VIII, sunt îndeplinite În consecință, pentru orice n există o mulțime An din clasa multiplicativă ik - Jh- Fie x e Z?^ /, atunci xYn'# de unde = Din egalitate rezultă că -ѵ ЛГ (ѵд/ ' de unde = = Deoarece x e A, inegalitatea ( ) este valabilă pentru x Același lucru este valabil și pentru punctul x , deoarece fn(x) = fn(x ) și D(x) = D(x ) Deoarece spațiul Y este complet, punem /(x) - lim /n(x) Astfel funcția f este definită pentru orice x e A* și, ca limită a unei secvențe uniform convergente de funcții din clasa a, aparține și clasei a (§ , VIII, ) Consecința ) Sub aceleași ipoteze despre spațiile Λ și y, orice funcție f din clasa a definită pe A poate fi extinsă la întreg spațiul în așa fel încât să devină o funcție a clasei a-φ- Într-adevăr, conform primei părți a teoremei precedente, există o mulțime £ din clasa multiplicativă cx - | - la care funcția / poate fi extinsă fără a-și schimba clasa (pentru a = , vezi itemul I), și conform celei de-a doua părți a acelorași teoreme ') În cazul în care y este spațiul numerelor reale, vezi Sierpinski [ ], Aleksiya [ ] § Continuarea funcţiilor o functie / extinsa in acest fel poate fi extinsa la intregul spatiu, in functie de clasa ct-f- VII Extinderea unui homeomorfism al clasei (a, P) Următoarele afirmații ne permit să generalizăm aserțiunile itemilor II-IV pentru spații separabile Teorema (Kuratovskii [ ]) Fie TV și Y spații complete separabile și fie A C UT, B C y și f : A->B un homeomorfism al clasei (a, p) Atunci există un homeomorfism f*' A* -> B* care este o extensie a homeomorfismului f, iar mulţimile A* şi B* aparţin, respectiv, claselor o -[- [ - și [> -și -|- Să revenim la demonstrarea teoremei lui Lavrentiev Fie f : A -> B un homeomorfism al clasei (a, | ), A* o mulțime a clasei multiplicative ct -|- , A c A*, f* este o mapare a clasei a, definită pe mulțimea A*, care coincide cu f pe A (vezi articolul VI), I = E (Y = /*(*)] O înțeles similar îi dăm simbolurile B*, g* X y şi J în raport cu maparea g = f~r Fie, în sfârșit, At și BL proiecțiile mulțimii I П J pe axele UT și respectiv Y Întrucât mulţimea J aparţine clasei multiplicative | C- (vezi § , VII, ), mulţimea At aparţine clasei multiplicative cc -|-p -|- faţă de A* (vezi § , VII, ) și, în consecință, cu privire la spațiul UT Astfel, teorema este demonstrată Să luăm în considerare un caz particular când A este o mulțime a unei clase multiplicative a Fie A* = A și /* = / Apoi A] - A\\Vy -B Întrucât mulţimea / aparţine clasei multiplicative a, Bx aparţine clasei multiplicative P ~a faţă de mulţimea B* şi deci faţă de spaţiul y Astfel, ajungem la următoarele propoziții: Corolarul Proprietatea de a fi o mulțime a unei clase multiplicative a > este invariantă sub homeomorfismele clasei (a, ) Corolarul Fie o mulțime A aparține unei clase multiplicative a > și f un homeomorfism al clasei (a, p); atunci mulțimea f(A) aparține clasei multiplicative p-[~a- Corolarul Orice homeomorfism de clasa ( , p) definit pe un spațiu complet separabil transformă acest spațiu într-o mulțime a clasei multiplicative P+ Ch Completați spațiile * § Legătura spațiilor complete separabile cu spațiul e/Γ* al numerelor iraționale I (^-operație Să presupunem că orice sistem n putem presupune că a străbate spațiul <> DP (vezi § , IX, XIV) Vom presupune în continuare că ( ) ( ) Lg ALI C Fa' > Fie Z mulțimea unui astfel încât Fi k = £ , oricare ar fi k Mulțimea Pai Π F^^ Π F a\a as Π • • • se reduce apoi (§ , II) la un singur punct, pe care îl notăm cu /(a) Prin urmare, ( ) /( )=un^ b = i astfel f(Z) este rezultatul unei (u£)-operaţii aplicate sistemului "J Notăm cu nk mulțimea unui astfel încât q = n , , ak = pc Seturile ^ ^,^ pc sunt deschis-închis în eDS și formează o bază a spațiului sDS (vezi Sec , XI, Exemplul ) Are loc următoarea includere: ( ) f (Z Г) oДРnt Ri! pc- De fapt, dacă a £ Z, atunci f(x) £ Pai a, oricare ar fi acesta Să presupunem că a £ oDRPi pD atunci ax = nx, ,ak~nk În consecinţă, f(a) £ Fn^ n, de unde rezultă includerea ( ) Teorema (a) Mulțimea Z este închisă în spațiul eDP Într-adevăr, fie a^oDP - Z Atunci există d astfel încât = în virtutea ( ), avem /( П#оі - de unde ^Pb'Gai ak = (r)' Deoarece mulţimea ak este deschisă şi conţine punctul a, atunci orice punct al multimii sdf - Z apartine unei multimi deschise care nu se intersecteaza cu multimea Z In consecinta, multimea Z este inchisa (in spatiul sdb) § Racordarea spațiilor complete separabile Teorema (b) Funcția f este continuă (pe mulțimea Z) Într-adevăr, fie a £ Z, e > , și, în conformitate cu relația ( ), fie k un indice astfel încât (eai ai) ) Egalitatea ( ) rezultă direct din Teorema , § , XIV, dacă se ia în considerare egalitatea ( ) Dovada egalității ( ) se reduce, în virtutea includerii ( ), la dovada că partea dreaptă a acesteia este conținută în partea stângă Fie p £ f(Z) (] RP nk- Atunci avem P=~-f(a) Fai ak, a~Z şi p £ Fn, v Includerea ppF i * f] F înseamnă că a ==ra , ■ , ak=nk a a nk Prin urmare, n^ de unde urmează includerea p f(Z(\QAFni nby Teorema (e) Să adăugăm la condiția propoziției (e) următoarea condiție, mulțimile Fi și sunt toate deschise (sau închise) Atunci maparea f:Z^-f(Z') este un homeomorfism Topologie, vol I Ch Completați spațiile Într-adevăr, fie lim f(am) = f(a) Să demonstrăm că lim am = a, t-> du-te adică lim ak = ak, orice k, sau orice, pentru un fix G ->SO baie k avem ahm = ak pentru m suficient de mare Deoarece mulțimea Pai ab este deschisă, din relația lim f (am) = m -> co = /( ) ^ deci rezultă> că ak PENTRU ASTE m Pe de altă parte, /(a, ") £ F ik ■ Atunci din condiţia am ■■■ am Afirmația (e) implică că a m - a\ akm = ak Teorema (g) Fie = (J F și F і * - (J P і k- pentru i = \ a a І = a a orice a și k', atunci f(Z) = SF Într-adevăr, fie p e PT\, atunci există un indice nx astfel încât p e RPi Efectuăm demonstrația prin inducție Să presupunem că P ?nx nIt- Prin ipoteza teoremei, există un indice raA+I astfel încât p £ RPi nknk • Notăm cu a şirul (ra,, ra , n , ); atunci p = f(a) Având în vedere aplicațiile viitoare, vom instala următoarele trei sugestii Teorema (h) Fie IG = [J Ft și F i b - [JF i b- pentru = a a a a orice a și k; Apoi ( ) și /(Z)nFaI ak Fie p £ Pn^ și g > Să demonstrăm că există un punct a £ Z astfel încât f (a) g Fn și După ipoteza teoremei, există un indice nft+ și un punct plt astfel încât £ și |A p| oo § Racordarea spațiilor complete separabile conform ( ) Prin urmare f(a) = lim p •, iar din moment ce \p - p\ oo |/(a) - p| este continuă și unu-la-unu (cf § , II, corolarul a) Maparea inversă Г are doar un set numărabil de puncte de discontinuitate (acestea sunt puncte care sunt reprezentate prin fracții binare finite); deci aparține clasei întâi (§ , VII, corolarul ) Deoarece N este o mulțime densă și de graniță în Y, mulțimile N și e#' sunt homeomorfe (Teorema , itemul II); fie $ un homeomorfism astfel încât x'( ;/\): A'' Funcția f - t°s satisface teorema pentru n = Punând în corespondență o secvență (finită sau infinită) compusă din numere iraționale xr, x , cu o secvență f(Xi), f(x ), •••, definim o mapare continuă g : dn Transformarea inversă g asociază orice punct y > ■■■ al spaţiului g'!i cu punctul f~ (yi), / (y ) a spațiului a '"n În consecință, maparea y aparține primei clase, deoarece maparea / aparține primei} clase (§ , VI, ) Întrucât spațiul e/Y" este homeomorf la spaţiul e/Y (§ , , ), notăm cu h un homeomorfism astfel încât A(e/Y) = P, Y " Suprapunerea g o h este maparea dorită Cometariu Teorema anterioară poate fi generalizată dacă înlocuim cubul n-dimensional dn cu o mulțime arbitrară /^ formată numai din puncte de condensare (și situată într-un spațiu complet separabil) (Vezi Hausdorff [ ] ) Consecința ) Orice spațiu metric separabil B este o imagine homeomorfă (homeomorfismul propriu-zis al clasei ( , )) a unei submulțimi Ea & Y\ Mai mult, dacă spațiul & este complet, atunci mulțimea Ε este închisă (prin urmare, este completă topologic, separabilă și -dimensională) Într-adevăr, spațiul A' poate fi privit ca o submulțime a lui Qc' !," (§ , II) Dar dacă spațiul âT este complet, atunci Q este o mulțime θ (vezi § , III) Deci, fie f maparea considerată în teorema anterioară (pentru n - Ho); atunci f~X(Q) este un set de în spațiul e/Y; în consecință, este homeomorfă unei submulțimi închise a spațiului q//* (Corolarul a, punctul II) *) În § acest corolar va fi extins la seturile Borel § Racordarea spațiilor complete separabile J IV Teoreme de descompunere Teorema Orice spațiu nenumărabil complet separabil -dimensional este unirea unei mulțimi numărabile și a unei mulțimi homeomorfe cu spațiul Într-adevăr, conform teoremei Cantor-Bendixon (§ , V), acest spațiu este uniunea unei mulțimi numărabile și a unei mulțimi perfecte nevide P Fie D o mulțime numărabilă densă în P Mulțimea P, considerată ca un spațiu, este complet, separabil și dimensional În plus, fiecare dintre punctele sale este un punct de condensare (§ , IV, corolarul ); în consecință, mulțimea P - D este densă în P Fiind o mulțime O densă și de graniță în P, este homeomorfă spațiului (prin Teorema , punctul II) Cometariu Rezultă că o mulțime C nenumărabilă situată în devine homeomorfă la mulțimea ^ ^ atunci când o mulțime numărabilă aleasă corespunzător este ștearsă din ea (teorema lui Mazurkiewicz, vezi op cit ) Într-adevăr, prin eliminarea punctelor raționale, obținem o ^-mulțime de dimensiune , care, după cum am arătat, devine homeomorfă la mulțimea CLR după îndepărtarea unui set numărabil de puncte Teorema Orice spațiu nenumărabil complet separabil este unirea unei mulțimi numărabile a a mulțimii obținute dintr-un homeomorfism al clasei (O, I) Într-adevăr, fie Y spațiul luat în considerare și un spațiu -dimensional complet separabil astfel încât y - f unde / este un homeomorfism de clasa ( , ) (corolar, elementul III) Conform teoremei anterioare, avem = unde D este este o mulțime numărabilă, iar N este homeomorf față de spațiul lui sdb Egalitatea Y = /(£>) U f (N) este descompunerea dorită V Conexiune cu setul Cantor " Teorema Orice mapare continuă / a unui spațiu complet separabil al SD, luând un set nenumărat de valori diferite, este un homeomorfism pe o mulțime A, homeomorf la mulțimea Cantor " În plus, orice spațiu complet, dens, nevid (care poate să nu fie separabil) conține topologic o mulțime Cantor (vezi Jung [ ]) Ch Completați spațiile Să atribuim fiecărei valori a funcției considerate f un punct xy, astfel încât y = /(xy) Spațiul X este separabil și mulțimea punctelor distincte xy este nenumărabilă; fie D o oarecare submulțime densă în sine (nevide) din această mulțime (vezi § , V) Fie pQ Φ p două puncte ale mulțimii D și fie Fo și F două bile (închise) cu centrele p și p astfel încât G (L ) co n ->co dar apoi lim - lim /($"), de unde f(p ) = f(p ) si p = p , n -> ~ on -> ' deoarece funcția f este unu-la-unu pe mulțimea D Deoarece mulțimea D este densă în sine, în interiorul bilei Fo există două puncte pm £ și p ⊂ D și două bile Coe și F astfel încât SCFooXj, q(C ) unde uniunea este preluată de toate sistemele din k *=і k § Racordarea spațiilor complete separabile cifrele Cj ck, este o imagine unu-la-unu și continuă a mulțimii : A = g ( LG, apoi seturile "=ilt și p=plt eu i sunt imagini continue ale spațiului gDD Se notează cu Nn mulțimea numerelor iraționale din intervalul (n - , ra) și se pune f(x) - fn(x - n - ) pentru x η!n, ra = , Funcția / este așadar continuă pe platou i si /(Ѳ Л*) = Mai mult, multimea aDL* este evident homeomorfa multimii oDL Pentru a demonstra că mulţimea P este o imagine continuă a mulţimii oDL, se consideră în spaţiul secvenţelor a = [a , a , ], unde un ^ eDA\ este mulțimea A a unei astfel încât / (" ) - f (ga ) = , iar pentru un £ A setăm /* (ra) = (ra ) Conform § , IV, , A este o submulțime închisă a spațiului eDP** și, în consecință, o imagine continuă a spațiului eDP Conform § , IV, Teorema , maparea /*: A este continuă Teorema Orice mulțime Borel este o imagine unu-la-unu și continuă a unui spațiu -dimensional complet separabil ) Într-adevăr, întrucât orice mulțime deschisă este complet topologic (§ , VI) și, în consecință, afirmația teoremei este valabilă pentru ea (în virtutea corolarului § , III), rămâne de demonstrat (vezi § , V) , ) că, dacă DD, este o secvență de spații complete -dimensionale separabile și : , este o secvență de mapări unu-la-unu și continue, atunci ') Vezi Luzin [ ], cap II, precum și Kuratovsky [ ] Vezi și § , IV și V Pentru spații complete nu neapărat separabile, vezi A Stone [ ] ) Adăugăm că dacă o mulțime Borel constă numai din puncte de condensare, atunci este o imagine unu-la-unu și continuă a mulțimii P este unu-la-unu și continuă (§ , IV, , ) În fine, pentru a stabili °, considerăm, în conformitate cu § , II, , spațiul ca o submulțime închisă a mulțimii Nn (numerele iraționale ale intervalului (n - , n)) Funcțiile ha = , , , apoi definiți o mapare continuă unu-la-unu a uniunii L)^/ pe mulțimea S Deoarece mulțimea [J eu i este închisă în spațiul numerelor iraționale* pozitive, este un spațiu -dimensional separabil complet topologic Teoremele și implică (din fiecare separat) următoarea afirmație importantă Teorema (Teorema Aleksandrov [ ]-Hausdorff [ ] ) Orice multime Borel nenumarabila contine topologic o multime Cantor si, prin urmare, are cardinalitatea c Această teoremă rezultă din Teorema dacă luăm în considerare Corolarul din § , V, și de asemenea din Teorema dacă o comparăm cu Teorema din § , IV II Caracterizarea claselor Borel de mulțimi folosind homeomorfisme generalizate Teorema din elementul I poate fi rafinată după cum urmează Teorema Fie ,-p un spațiu complet separabil și A fie submulțimea sa arbitrară a clasei multiplicative (respectiv, cu două fețe) a - > Atunci există un spațiu complet separabil $ și un homeomorfism f : -> AP de clasa ( , a) astfel încât (A) este o mulțime C (respectiv, o mulțime de tipuri F și G&) Mai mult, dacă a-|- > , atunci spațiul $ poate fi considerat -dimensional G l Completați spațiile Vom demonstra mai întâi această teoremă pentru clase cu două fețe Să presupunem că teorema este adevărată pentru orice mulțime cu două fețe din clasa ) Să arătăm că atunci este adevărat și pentru o mulțime cu două fețe A din clasa p În virtutea § , IX, , mulțimea A are forma A \u d și eu "p L" + P • ••) \u d p I "iL + i ), n= i= unde An este o mulțime cu două fețe din clasa an și , atunci, prin ipoteza inductivă, există o mulțime Cn închisă în A/' și un homeomorfism fn de clasa ( , ai) definit pe Cn astfel încât fn(Cn) = An Dacă ( = , atunci se poate ajunge la aceeași concluzie în virtutea corolarului § , III (unde spațiul & poate fi înlocuit cu mulțimea An, deoarece aceasta din urmă este o mulțime de ) Deoarece mulțimea - An este și o mulțime cu două fețe din clasa an, există o mulțime Dn închisă în mulțimea numerelor iraționale din intervalul ( , ), care este legată de mulțimea - An în același mod ca și multimile Cn sunt legate cu An Punem ^'n = Cn[] E>n; atunci maparea f,r, definită pe întreaga mulţime JT;l, este continuă, unu-la-unu, şi satisface relaţiile fn(Cn) - şi fn(Dn)==^ - An Maparea aparține clasei a, deoarece restricțiile | An u - A^, conform poziție, aparțin clasei an, iar An este o mulțime cu două fețe din clasa an (vezi § , IV, ) Rețineți că &n este un spațiu -dimensional separabil complet topologic și că Cn și Dn sunt submulțimi deschise ale acestui spațiu Fie E = ПЖ t produsul direct al pro-I spațiile A"n, adică spațiul secvențelor a = {cA, a , = / (a ) = Setăm = pentru (vezi § , IV) Deoarece mulțimea este închisă în Ε și Ε este topologic completă, separabilă și -dimensională (§ , III, § , V, , § , IV, corolarul ), mulțimea ( * are aceste proprietăți În virtutea § , IV, /(, /) = ^ și, conform § , VI, , f este un homeomorfism al clasei ( , p) dacă p este un număr limită și al clasa ( , a) dacă ( = ct -ț- Mulțimea / (A) este o mulțime Λ și - Într-adevăr, avem Г И) = u [г И") П Г И"+ ) n ] = n = \u d P[G Iya) și G I "+ ) și ] L= § Borel depune in spatii complete Deoarece funcția f este continuă, este suficient să demonstrăm că mulțimea / (An) este clopenă în / Deci, pentru a^Tj avem {/(") С Л"} {fn (а") С А "} {an С "}, și deoarece mulțimea Cn este deschis-închis în SE n, atunci mulțimea si deschis-inchis in ~\ din moment ce E [a sp] - P X s, X P n + j- și i=lj~\ Se ia în considerare cazul seturilor cu două fețe; deducem din aceasta o teoremă pentru cazul claselor multiplicative Fie A o multime a clasei multiplicative afl(> ); atunci A =■ An, unde An este o mulțime cu două fețe din clasa a - P În consecință, conform celor demonstrate, există un spațiu complet separabil G-mulțime (și chiar Fn- și (F-mulțime) Cn și un homeomorfism al clasei ( , a) astfel încât L(^l) = ^ W = Lăsați spațiul $ și maparea / să fie definite ca mai sus; Apoi = /- (L) = /- (L )P/' (L )P Г {An} = ^ flGTiX X^-jX^X^+iX ) Aceste relații arată că / (A) este o (? -mulțime în c/ În consecință, și mulțimea / (A) are această proprietate Remarci Clasa de afișare / nu poate fi retrogradată Într-adevăr, fie maparea / să aparțină clasei £, atunci mulțimea A = ff~l (A) este o mulțime cu două fețe din clasa , deoarece / (A) este o mulțime cu două fețe din clasa ( § , , ) În consecință, dacă mulțimea A aparține clasei a - J - , dar nu aparține clasei a, atunci t) > a Teorema poate fi generalizată dacă înlocuim a -|- cu a-fr și clasa G (respectiv, Fa și (? ) cu clasa multiplicativă (respectiv, cu două fețe) p (vezi Kuratovskii [ ] ) Corolarul Ia Orice mulțime A din clasa multiplicativă α-φ- > este o imagine homeomorfă {a homeomorfismului drept al clasei ( , a)) a unui spațiu complet separabil Dacă af- > , atunci putem presupune că acest spațiu este O-dimensional Ch Completați spațiile Într-adevăr, mulțimea / (A) considerată în teorema este o mulțime O și, în consecință, un spațiu complet topologic Corolarul la și corolarul din § , VII dau Corolarul Pentru ca o anumită mulțime să aparțină clasei multiplicative a -j - > , este necesar și suficient ca aceasta să fie o imagine homeomorfă (sub un homeomorfism al clasei ( , a)) a unui spațiu complet separabil Corolar IV În orice mulțime Borel nenumărabilă A din clasa multiplicativă a -f - > , există o submulțime numărabilă D astfel încât mulțimea A - D este o imagine homeomorfă (sub un homeomorfism al clasei ( , a) ) a spațiului Fie, în conformitate cu corolarul la, A un spațiu -dimensional complet separabil și f un homeomorfism al clasei ( , a) astfel încât f(A) - A Dacă E este o submulțime numărabilă a spațiului D astfel încât mulțimea D -E este homeomorfă la &V* (vezi § , IV, ), atunci setăm D - /(£) Teorema Fie A și B mulțimi nenumărate de clase respectiv multiplicative atunci există un homeomorfism f : A-o-B de clasa (a, p)') Fie, în conformitate cu Corolarul c, D și E două mulțimi numărabile și f și / homeomorfisme ale claselor ( , a) și respectiv ( , p), astfel încât tpf - B - E Punem f( x) = (x) pentru x e A - D și definiți / pentru xGD după cum urmează: astfel încât D se mapează pe E într-un mod unu-la-unu Maparea f astfel definită este o mapare a clasei a pe mulțimea A-D (§ , III, ) și a clasei (§ , X, Observația ), și deci a clasei a, pe mulțimea D Întrucât D și A-D sunt mulțimi de tip față de A și, în consecință, aparțin clasei aditive a, funcția f este o funcție a clasei a pe întreaga mulțime A (conform § , IV, ) Din motive de simetrie / este o mapare a clasei p pe mulțimea B Remarci Astfel, dacă ne limităm la submulțimile Borel de spații complete separabile, atunci mulțimile de putere egală sunt homeomorfe într-un sens generalizat Se dovedește într-un mod similar (vezi Kuratovsky [ ]) că între oricare două spații complete separabile ') Mackey [ ] numește această relație între mulțimile A și B izomorfism Borel Are aplicații interesante în teoria grupurilor § Borel depune in spatii complete proprietăți ) de aceeași cardinalitate, există un homeomorfism al clasei ( , ) II Descompunerea mulțimilor cu două fețe în serii alternative Teorema Pentru ca A să fie o mulțime cu două fețe din clasa a - , este necesar și suficient ca acesta să se descompună într-o serie alternantă numărabilă (transfinită) de mulțimi descrescătoare aparținând clasei multiplicative a: ( ) UBa-Ba+ U În virtutea § , VI, , condiția teoremei este suficientă Pentru a demonstra necesitatea, consideram, in conformitate cu teorema de la itemul II, un spatiu complet separabil Δ si un homeomorfism de clasa ( , a) și O -set În virtutea teoremei din § , VI, mulțimea (A) are forma ) VY - Vi + i unde {/V} este o succesiune descrescătoare de mulțimi închise Deoarece maparea f este unu-la-unu, atunci = U/(Fra)-/(Fa+ )U și {fî^ = /(F } este o succesiune descrescătoare de mulțimi din clasa multiplicativă a, deoarece este o mapare a clasei a IV Clase mici Borel Teorema anterioară conduce în mod natural la o clasificare a mulțimilor cu două fețe dintr-o clasă dată a (unde a nu este un număr limită) Și anume, dacă seria ( ) este de tip p, atunci spunem că mulțimea A aparține clasei mici Fa În mod similar, dacă complementul mulțimii A este descompunebil într-o serie de tip p, atunci spunem că mulţimea A aparţine clasei mici O" Astfel, clasificarea mulțimilor cu două fețe din clasa a (pentru fix a) în "clase mici" este similară cu clasificarea mulțimilor Borel în clase Fa (sau Ga) De exemplu, seturi de clase mici Fj, Fi, Fн, şi Gi, Gp Gi, • au forma, respectiv F, Fi F , Fi r U F , D' - F, JF - Fi U F , -Fi()F - F , ') În consecință, și între orice pereche de mulțimi de tip Gj În ceea ce privește seturile de tip Fai, a se vedea observația din § , III Ch Completați spațiile Printr-o metodă asemănătoare cu cea care ne-a servit să dovedim existența pentru fiecare a (în spațiul numerelor iraționale) a unei mulțimi Borel aparținând clasei a, dar care nu aparține clasei (C%sSU și PX ^ u + " ( ) ^ p-b ( ) CZ = Z ȘI PLq - L^ - A Vom demonstra asta ( ) ^ n(=-^ n + k ^ n+\ ^ n+ + k pentru Ω ⊂ U n - , , Evident, este suficient să demonstrăm asta (I) ^ "c £ n+ , (ii) Ln avem fie Ln = PCLn , fie Ln ~ CPLn (setarea £ j = £ ) Să presupunem (raționând prin inducție) că există o incluziune £n sd £n; atunci, conform relaţiei ( ), avem PCL,, ci PCLn şi CPbn gaCPbn, de unde urmează includerea (ii) În cele din urmă, includerea (i) dă + == £ n+ III Proprietățile mulțimilor proiective Teorema Fie ^ un spațiu complet separabil, /r= , și Pt,c ,Tt, o mulțime proiectivă clasa p; atunci produsul direct (finit sau infinit) P P( este o mulțime proiectivă de clasa n în spațiu t Teorema Fie P și Q mulțimi proiective de clasa n situate respectiv în spații complete separabile X și y, f ■ P este o mapare continuă; atunci mulţimea f~\Q) aparţine clasei n Topologie, vol I Ch Completați spațiile Mai mult, dacă n este impar, atunci f(P) este o mulțime de clasa n; dacă η este par, atunci f(P) este o mulțime din clasa "-]-! Teorema (Sierpinski [ ]) Fie P}, P , mulțimi proiective de clasa n, atunci [J și PR{ sunt de asemenea pro-I i n Vom demonstra aceste proprietăți prin inducție finită Pentru n = (cazul mulțimilor Borel), enunțurile și și prima parte a teoremei sunt valabile (§ , III) A doua parte a Declarației este valabilă și Într-adevăr, dacă spațiul (Y este nenumărabil (altfel mulțimea f(P) ar fi numărabilă și, prin urmare, de clasa ), atunci există o submulțime Borel N ay astfel încât P = g(N), unde g este a Hartă continuă ( vezi § , V, corolarul și § , I, teorema Prin urmare, f(P) - fg(N) este o mulțime de clasa Să presupunem acum că n > și că toate cele trei afirmații sunt valabile pentru n - (le vom nota ln i, n p n j) Să luăm în considerare două cazuri a) Cazul imparului n Punem Pk = PktRkf unde Rk este o submultime a spatiului Urk din clasa n - si pk este o functie continua definita pe multimea Rk Demonstrarea teoremei La fiecare punct (xp x , apoi obținem o mapare continuă p : [~І Ri ~* P Rі (vezi eu i § , V, ) Din moment ce П Rt, din cauza !" !> există un set de (chiar) i clasa n - , atunci П Рі este o mulțime de clasa n i Demonstrarea teoremei Fie, ca mai sus, P = p(R), unde R a UR Fie, în plus, Q = y este o mapare continuă Următoarele identități evidente sunt valabile (unde x e UR, x* e R și y e T)' U e Г (Q)} s|/(x)EQ>y (**)] A {fp (**) € Deoarece P este o mulțime de clasa n, atunci -P este o mulțime de clasa n - (impar) Propunerea rezultă direct din formulele lui n j și Morgan: -fU^>A(-^) și -(A^) = U(-Pk) \kjk \kjk Prin egalitate (vezi § , II ( )) P X Y = X X Y - (Pc U Y) și în virtutea lui n !, mulțimea RUY aparține clasei n, iar mulțimea X ■ • aparține aceleiași clase ■ XX'ft X Pk X X\+ X • • • • Propunerea n se obține din aceasta dacă se iau în considerare Propoziția n și identitatea (vezi § , VIII ( )): PI X ^ X ■ • • - - XXXXXX - •) n (X\ X Pr X XX X ) n În sfârșit, trecem la Teorema Conform teoremei privind extinderea funcțiilor continue (§ , I, ), există o (/^-mulțime P * P și o extindere continuă a funcției f la mulțime P, adică f = fi I P - Atunci (vezi § , ІІІ ( )) r (Q) = /'n/I'I(Q) și f; Q} = f^(y~Qc)==P*~f;\Qc\ Conform r, /^(Q^ este o mulțime de clasa n - ; conform l, este o multime de clasa n Luand intersectia acestei multimi cu multimea P si aplicand Propozitia n, obtinem ca f i(Q) este o multime proiectiva de clasa n Mai mult, fie N sd y (ca în cazul n - Y) o mulțime Borel astfel încât Y = g(N), unde g este o mapare continuă; multimea g- (P) este o multime de clasa n in spatiu § Mulţimi proiective proprietatea "J/ și, în consecință, mulțimea f (P) = fg [g I (B)] cu -y este o mulțime de clasa re-f- Propozițiile - sunt complet dovedite Teorema Fie f o funcţie B-măsurabilă definită pe o mulţime P de clasa n; atunci mulţimea I = E {y - /C*)} este o mulţime de clasa n Într-adevăr, / este o mulțime Borel în raport cu produsul P'/Y (§ , VII, ) Fiind intersecția unei mulțimi Borel și a unei mulțimi Ρ de DE aparținând clasei n (conform ), I este o mulțime de clasa n (conform Propoziției ) Teorema Propoziţia rămâne valabilă dacă presupunem că f este o funcţie B-măsurabilă arbitrară Într-adevăr, conform § , VI, există o funcție B-măsurabilă /v definită pe întreg spațiul UR și astfel încât f - J\ | P Prin urmare (§ , ( )) y" (Q) - P Π Γ (Q) În consecință, este suficient să demonstrăm că /^'(Q) este o mulțime de clasa n Pentru n impar, acesta este după cum urmează: setăm J = £ (y = / (x)}; apoi x, y mulțimea f~ (Q) este proiecția mulțimii VnX'XQi pe axa UR Dacă n este par, atunci afirmația este adevărată, datorită egalității În plus, f (JP) este proiecția mulțimii £ (y - / (x)} X, y pe axa y Cometariu Astfel obținem o definiție echivalentă a unei clase proiective: o mulțime Ρ situată în spațiul UR este o mulțime de clasa n - când (în UR sau într-un alt spațiu complet separabil) există o mulțime R de clasa r și un B- funcţie măsurabilă / definită pe R astfel încât P = f (/?) Pentru mulțimile relativ proiective, este valabilă următoarea propoziție Teorema Fie Ε cu SD o multime G^ Pentru ca o mulțime A E să fie proiectivă a clasei m față de E, este necesar și suficient ca aceasta să fie din clasa m (în raport cu UR) Să folosim inducția Pentru m = teorema este evidentă Pentru ca o mulțime A să fie Borel în raport cu E (care este Borel), este necesar și suficient ca mulțimea A să fie Borel Ch Completați spațiile Să presupunem că r > și că teorema este adevărată pentru n - Fie n ciudat Să presupunem că A este o mulțime de clasa n față de E; atunci A este imaginea continuă a unui subset de E din clasa n - Conform , A este o mulțime de clasa n față de spațiul EE În mod similar, ipoteza că A este o mulțime de clasa n implică că A este o mulțime de clasa n în raport cu E Fie p egal Dacă A este o mulțime de clasa n față de E, atunci LE - B, unde B este o mulțime de clasa n - față de E și, în consecință, față de spațiul H Deoarece EE - B este a multime de clasa n, rezulta din Propozitia ca multimea A = E(]{EE - B~) este si ea de clasa n În schimb, să presupunem că A este o mulțime de clasă m; atunci A = -EE - B, unde B este o mulțime de clasa m - În consecință, mulțimea Ef]B este de asemenea de clasa r - și, prin urmare, E Γ B este o mulțime de clasa r - față de E , de unde rezultă că A este o mulțime de clasa m față de E IV Proiecții Teorema Mulțimile proiective de clasă impară n, situate în spațiul EE, coincid cu proiecțiile mulțimilor de clasă m - , situate în produsul EE EE])- Într-adevăr, pe de o parte, proiecțiile mulțimilor din clasa n - sunt mulțimi din clasa m (conform III, ) Pe de altă parte, orice mulțime P din clasa m este imaginea continuă a unei mulțimi R din clasa m - : f(R) - P, unde R există o aplicație universală Ln astfel încât mulțimea £ [x ⩽ Ln(a)] este g', iar mulțimea este de clasa n (vezi Luzin [ ], p ) Fie, în conformitate cu observația din § , elementul XIII, F o mapare universală în raport cu o familie de submulțimi închise ale spațiului Δθ X XfP, astfel încât mulțimea E {(* d*) F (° )} x, a, a * este închis în spațiul SP X XX X X!P (a și a* parcurg mulțimea X/X Orice submulțime analitică a spațiului SP este o proiecție a unei submulțimi închise a spațiului SP X XX, prin urmare, pentru a obține o hartă universală X în raport cu ZJ (-A), setăm fiecăruia a proiecția lui F(a) pe DS, adică țxCZ,i(a)} c=V {(^- X)^F(a)} A* O multime de E V {(■*■ x, a x, a a* ca proiecție a mulțimii închise E {(^ a*)C^(d)}> este x, a, a* analitic Ch Completați spațiile Vom efectua demonstrația prin inducție Pentru n chiar punem Ln(a) = E - Ln x(a) Maparea Ln este universală în raport cu Ln și mulțime E \u d E E C: £"-i (X)} l', un x, un x, a aparține clasei p Fie n> impar; notăm cu Ln \ o mapare care este universală în raport cu familia de submulţimi ale clasei n - a spaţiului X e^°, astfel încât (în X' XX Argumentând ca în cazul lui n = , acesta este ușor de arătat că harta Ln este definită de identitate {x^Ln (ha)) = V K* "') C C-i ("")}> A* și este maparea necesară VI Teorema existenței Teorema Spațiul numerelor iraționale din intervalul g conține, pentru orice mulțime proiectivă a clasei n, care nu este o mulțime a clasei c, aceasta implică imediat existența unor mulțimi care nu sunt proiective Se poate demonstra (Banach și Kuratowski [ ]!) că în spațiul (al funcțiilor continue) există o mulțime liniară de clasa " care nu este o mulțime de clasă inferioară (o mulțime se numește liniară dacă, împreună cu elementele f și g, conține orice funcție a formei În cazul spațiului numerelor reale se pune problema măsurabilității Lebesgue a mulțimii E Rețineți că acest set este definit în mod explicit * ) VII Invarianta Teorema Fie P o mulțime proiectivă a clasei n\ atunci orice mulțime homeomorfă la P (situată în același sau în alt spațiu complet separabil) este, de asemenea, o mulțime proiectivă a clasei n Teorema este evidentă pentru un impar arbitrar n, deoarece orice imagine continuă a unei mulțimi P este o mulțime de clasa n În cazul n = (cazul mulțimilor Borel), teorema este adevărată, conform Corolarul , § , IV Dacă η > este par, atunci proprietatea Ln x satisface condițiile teoremei din § , IV, adică este invariantă sub homeomorfisme și, în plus, ) orice G-mulțime față de o mulțime de clasa n - este o mulțime de clasa n - ; ) unirea unei multimi de clasa n - si multimea Fg este o multime de clasa n - De aici rezultă că proprietatea unei mulțimi de a fi un complement la o mulțime de clase- , adică de a fi o mulțime de clasa n, este invariantă intern ) VIII Funcţiile proiective ale propoziţiilor ) O funcție propozițională φ(x) se numește funcție de clasa Ln dacă Φφ(x) este o mulțime de clasa Ln Să stabilim următoarele reguli de "calcul proiectiv" ') Pentru rezultate suplimentare, a se vedea Klee [ ] ) Vezi Kuratovsky [ ] despre aceasta Vezi și § , I, ° ) Pentru invarianța clasei SA, vezi Aleksandrov [ ] Referitor la generalizarea acestei teoreme la mapări mai generale decât homeomorfisme, vezi lucrările citate în nota la Corolarul , § , IV ) Vezi § , și , XI Vezi și Tarski și Kuratowski [ ] Ch Completați spațiile Fie φ(x) o funcție a clasei Ln, atunci negația sa |φ(x) aparține clasei CLn Într-adevăr, E | f (x) \u d [E? (D)r Fie φ(x) o funcție a clasei Ln în spațiul ΓΓ, atunci φ(x) este o funcție a clasei Ln în spațiul H "XY Într-adevăr (III, ): E φ(x) = |^E φ(x)] "XY Fie φΔx), φ (x) > • • • o succesiune finită sau infinită de funcții din clasa Ln (n este un fix)), atunci funcțiile δΦ(x) și LFa(x) aparțin și ele clasa Ln kk Aceasta este o consecință directă a afirmației III, Fie φ(x, y) o funcție a clasei Ln(e λXpY), atunci funcția propozițională V φ(* y) este o funcție a clasei PLn, la iar Φφ(x, y) este o funcție a clasei CPCLn (în spațiul UY) la Într-adevăr, mulțimea E VF(X > Y) este o proiecție (vezi § , V) x y al mulțimii E F (-*C Y) și> prin urmare, aparține clasei PLn x, y (Secțiunea IV) În plus, Df(x, y)= | [V Dacă(x, y) y L y Fie φ(x, y) o funcție a clasei Ln, atunci φ(x) = φ(x, y ) pentru y fix este o funcție de aceeași clasă, la fel ca și funcția x(x) = φ (x, x) Într-adevăr, deoarece funcțiile φ(x, y) D (y = y ) și φ(x, y) ∆ D(x = y) aparțin clasei Ln, E ) există multe x, proprietatea clasei Ln față de mulțimea E (Y = Y )" a E (φ(x, y) A x, Y x y g (x = y)) este o mulțime de clasa Ln față de diagonala E (x = Y) (vezi III, ) În consecință (§ , IV și VI), mulțimile EF(A > V ) și EF(x, x) XX aparțin clasei Ln (în spațiul YX), de unde rezultă afirmația noastră Observaţie Regulile stabilite arată că operaţiile logice \, \/, /\> V> A asupra funcţiilor propoziţionale proiective conduc întotdeauna la funcţii propoziţionale proiective Împreună cu regulile § , XI, ele permit în același timp calcularea clasei Borel sau proiectivă a funcției propoziției și, în consecință, a mulțimii pe care o definește ') Această condiție poate fi renunțată prin extinderea definiției claselor Ln la indici infiniti (cf itemul I, notă) § Mulţimi proiective Aceste reguli arată că, folosind notația logică, se poate ajunge în mod natural la conceptul de mulțime proiectivă Observaţia Fie dată o funcţie de propoziţii a două variabile φ(x, y); pentru a calcula clasa mulțimii φ(x, y), puteți folosi regula , în virtutea căreia mulțimea E este VFO Y) X y este proiecția mulțimii E Φ(x, y), și, de asemenea, după regula , § , V, X, Y prin care EVFO Y) există o asociere OEFO "Y) - Al doilea x y yx regula - unde y este considerat ca un indice - este cea mai convenabilă în cazul în care y se întinde peste un set numărabil de valori și, de asemenea, în cazul special când setul EFO Y) este deschis pentru orice y fix (cf § , II, teorema și § , V, corolarul ) Observații similare se referă la operatorul D De exemplu, în § , VIII ( ) h este considerat ca un indice, și nu ca un punct în spațiu Aplicație accesibilitate în linie dreaptă Se spune că un punct x este accesibil rectiliniu în raport cu mulțimea MczJA (notată cu x £ A a) dacă există un segment rectiliniu [x, y] în spațiul X' care intersectează mulțimea M cel mult un punct x ( și nu se reduce la acest punct) Apartenența punctului z la segmentul [x, y] se exprimă prin egalitatea | x - z | -|- z - y | = | x - y |; de aici rezultă că (x, y, z£ X) {x t AIJ = (x £ /I) A V | (Y ¥= x) A Li(|x - z| + |z - y| = la IZ \u d I x - y I) a (z f x) \u d φ " (z £ AG)] I \u d y I =# la IZ \u d # IX - y I) V (Z \u d x) \/ ~ I AI)] I Astfel, funcția propozițională cp(x) = {x £ Ma] se obține cu ajutorul operațiilor logice asupra funcțiilor (J(x)ss {x £ M}, y(x, y) = (x = y), b (x, y, z) \u d {\x - z I -f- I z - Y I \u d I x - y I ] A doua și a treia funcție aparțin, evident, clasei Fo În ceea ce privește prima funcție, aceasta depinde de condițiile impuse setului L Fie L o multime Ra; apoi, aplicând regulile § , XI, constatăm că funcția dintre paranteze drepte este o funcție a clasei Dacă spațiul este compact, atunci operația D, Z implementat pe această funcție oferă și o funcție de clasă Ch Completați spațiile (§ , V, corolar ); înmulțind logic pe acesta din urmă cu o funcție (y q = x) din clasa O , nu îi schimbăm clasa În continuare, aplicând operația y, t y ajungem la o funcție de clasă A (regula ); înmulțind-o cu o funcție (x £ M) din clasa Fo, obținem în final o funcție a implică inegalitatea b > b} În notație logică, avem V A GA A )gfv A - e") A A (^ € A ) A Z> )]| Înlocuim mulțimea Mx cu M și mulțimea Ay cu N și observăm că (prin definiția mulțimilor Mx și Ay) sunt valabile următoarele identități: = și (^eA(y)s(y ^) = y[('-==^)A( '€ r)] Înlocuirea (a=fr) cu (~]"V₽) ajungem in sfarsit [(X, y)£P]= V !A[MvV(' = "x)]A a, b I g p AAV [(r = **) A A € r)] A A !("' ^)] I ■ k i i, jj ') Vezi "al doilea principiu" al lui Luzin ]; vezi şi Kuratovsky [ ] Ch Completați spațiile Deoarece Wcr și Zr sunt mulțimi de clasa n-II și operații D, V r n A > V și l sunt numărabile, deci rezultă că funcția propozițională A m i, j (variabilele x, y, a și b) în acolade este o funcție a clasei n- Prin urmare, P este o mulțime din clasa PL n { = L n \ Astfel se stabilește lema; Să o aplicăm mai întâi la cazul particular când sitele W și Z coincid cu sita C de la § , XVI Fie m și o două tipuri ordinale; sunt de acord sa scriu: ( ) m - ; atunci și mulțimea cernută A aparține clasei n Să aplicăm teorema în cazul în care Zr - Cr (vezi Sec , XVI) și notăm cu p(x) tipul de ordine al mulțimii Mv Mulțimea P = EIN(*XY este o mulțime de clasa n - x, t Pe de altă parte, deoarece t parcurge toate tipurile de ordine numărabile a (§ , XVI), atunci, conform definiției unei site, avem [x C(x - A)] = [p(x) VI(x t)£P] A(F ^>](x L la În consecinţă, pentru a demonstra că această funcţie propoziţională aparţine clasei n, este suficient să arătăm că funcţia x e Aa' am FOR fix rn aparține clasei n (în spațiul X o/T) Și asta decurge direct din identitate (x € A am) = V • ■ ■ V ('' = A • • • A (am = km) A (x £ A/, , * ) Corolarul a Operația ( V (/s = a' )] /\K\(r £ A() => V (r = o A a,b I g L p J g L p J L L (a" cu M) l > *')] I n i,JI De aici rezultă că [(x > y)eg] y ѵѵО- = a,b ( g L p J g L V V(^ = PILULA V [(r = i')A(xe^)A(s = n A(Yb^)] L p p G, S A L (a' I] j • Un calcul simplu arată că mulțimea T este o mulțime de clasa ra - Corolarul a Mulțimea £ (i = u) este analitică și cal Pentru a vedea aceasta, este suficient să înlocuim sita W și Z cu sita C de la § , XVI Corolarul tic, oricare ar fi tipul ordinal (numărabil) i e Pentru un m fix, fie un element al mulțimii Cantor astfel încât = m Deoarece funcția propoziție t = u a două variabile aparține clasei A, funcția propozițională t - u a unei variabile t aparține și ele acestei clasa (vezi VIII, ) De aici rezultă concluzia dorită Cometariu Recent prof D Scott a obţinut un rezultat mai puternic şi anume: pentru orice tip ordinal m, mulţimea Lx este o mulţime Borel ') X Inducția transfinită Să demonstrăm că, alături de operațiile deja luate în considerare, inducția transfinită nu conduce - în ipoteze destul de generale - în afara limitelor mulțimilor proiective (Kuratovsky [ ]) În primul rând, observăm că orice hartă F care atribuie fiecărei familii X de mulțimi (aparținând spațiului o submulțime F (X) a spațiului definește un trans >) Vezi Scott [ ], vezi și Ryl-Nardzewski [ ] Pentru rezultate parțiale, a se vedea articolul lui Hartman [ ] care se ocupă de aceste probleme § Mulţimi proiective succesiune finită de mulțimi Do, Av Aa, după cum urmează: Lo \u d L (O) și Aa \u d P (Xa) pentru a > O, unde Xa este o familie de mulțimi {/U}, g dată implicit de relația ( )) Teorema Fie (r) : ° -> { (a}, a [(r)f (Z) - Rt f (r) ( ) n E (d * p ca unire a mulțimilor (a, este o mulțime de puncte (u, x) astfel încât v ) aparţinând spaţiului " X astfel încât seturile E CL x) (r)(*)] " E {* YAL(r)S?)P E(" și deoarece U a: E(" rezultă că P ) n D(" )A(x )) V ((x(p) A(x co p k = dy[ [d+W Vin*), *)b(r)( ), este o submulțime a spațiului ' , astfel încât pentru fiecare / - par) A V(Y( "+i) + n = k = este operaţiunea Hausdorff Baza sa este formată din secvențe de numere întregi pozitive a -[a , a , conţinând un număr infinit de termeni diferiţi în perechi Operațiile (J și Π - n n sunt și operații Hausdorff În general, operația ( ; r poate fi privit ca o fracție binară finită ' Fie Γ mulțimea tuturor mapărilor y Introducem o topologie în această mulțime după cum urmează: șirul y y y , converge către y când lim yn(r) = y(r), oricare ar fi r Atunci rt -> co Г este un spațiu complet separabil Într-adevăr, este homeomorf pentru spațiul numerelor iraționale Pentru a vedea acest lucru, să aranjam numerele r într-o succesiune infinită r ; r , iar fiecărui element y din Γ punem în corespondență câte un element a={y(r ), y(r ), } al spațiului Notăm cu b(y)~-b (y) o succesiune nesfârșită- y(& ( kn, ), y(&p ■ • , kn, ), În special, # (y) = {y( ), y( ), } În cele din urmă, punem y, r = [y(x ), y(yp , kn)} De aceea, y, = (mulțimea goală) Rețineți că pentru r fix funcțiile y și bz, considerate ca funcții ale variabilei y, sunt continue Simbolurile t " și au (pentru ?£ i *,A*n+ )- Este ușor de demonstrat că funcțiile £|v'r| iar pentru r fix sunt funcţii continue ale lui t şi y şi că = definit de condiții ^an] y °=A m r \u d? (O' (W x) £ A)] A [(V (U¥ = ) D (/ Y' r| = # ) \u d φ (bf (y) eB)]) De îndată ce se stabilește această identitate, va rezulta direct din aceasta că mulțimea este intersecția unei mulțimi CL și a unei mulțimi analitice, deoarece, pe de o parte, mulțimea E(/ r(y) sunt continue în y (pentru r fix) Să trecem la dovada acestei identități ) Fie (t, y, x) £ Demonstrăm prin inducție transfinită că există o funcție y £ Γ care satisface condiția în acolade și, în plus, pentru r = luând valoarea prealocată p = £ Să presupunem mai întâi că t = , adică t = ', apoi (y, x) e A Fie y o funcție definită după cum urmează: y( ) = p și y(r) = pentru r ^/= Condițiile din paranteze sunt în mod evident îndeplinite Să presupunem acum că a > și că presupunerea noastră este valabilă pentru fiecare i astfel încât t > H(*r)> •••' M^ ?*/- A km\ § Mulţimi proiective Și Мѵ)={ѵ( і km, ), km, ),' }= = km> )- V*Sk )- U )' De aici rezultă cu ușurință că condiția în bretele este satisfăcută ) În schimb, să presupunem că y satisface condiția din paranteze Să arătăm că (t, y, x) £ Mai întâi, fie t = Deoarece, în plus, y^-u = y( ) = y, atunci (y, x) e A = °, deci Să presupunem acum că a > și că presupunerea noastră este valabilă pentru fiecare t astfel încât t m-e-a^B Rămâne de demonstrat că pentru orice n relația este valabilă X Y(a"\ Adică (A" , y(o")(x)b Fie yi (& fem) = y(& , Ușor de cred că condiţiile °- ° sunt îndeplinite pentru orice n Întrucât GdLI g formează o mulțime PCA care nu este o mulțime de clasă inferioară (vezi Mazurkiewicz [ ]) Este esențial de remarcat că "regularitatea" deținută de mulțimile analitice nu este, în general, o proprietate a mulțimilor proiective de clase superioare clasa PCA și СРСА nu contrazice sistemul de axiome ale teoriei mulțimilor Același lucru este valabil și pentru existența mulțimilor nenumărate din clasa CA care nu au submulțimi perfecte După cum a demonstrat V Gurevich [ ], rezultatul operației (^) aplicată la submulțimi închise ale unui spațiu metric separabil (nu neapărat complet) conține o mulțime perfectă (dacă este o mulțime nenumărabilă) Deoarece orice mulțime analitică este rezultatul unei operații (w^) aplicate mulțimilor închise (Sec II), rezultă că Vezi și Addison [ ], Novikov [ ], Kuratovsky [ ], Serpinsky și Kuratovsky [ ] § Seturi analitice teorema precedentă este o generalizare a teoremei conform căreia fiecare mulțime nenumărabilă analitică conține o mulțime perfectă Vezi II, Corolarul pentru o altă generalizare Teorema Fie A , este multimea lui a^Xn x astfel incat an ia o valoare minima În virtutea teoremei lui Cantor (§ , II), intersecția mulțimilor Xn constă dintr-un singur punct ') Vezi V, pentru o generalizare a acestei afirmații Ch Completați spațiile Acum să fie C o mulțime de puncte de forma în care x este setul f (F) rulează: ( ) [a C] = [a e L L A {I/(s) = f(t)] [a - astfel încât a - /gr , a' - nk (vezi § , I), are, după cum se vede, următoarele proprietăți: ( ) - U a/U*l> n, nk - U n, n n> l= * l= kn ( ) n P& P wi o FOR (th; d^) = = (ffîi mky, ( ) ("")=P^a> o*; k=l și -a ( ) #-iP#l ?=PiL-a*- a k- ?=L a Formula ( ) arată că mulțimea este rezultatul operației (^) aplicate sistemului de mulțimi <>№ Пі nk- ( ) Hm (srol ^) = ; L->co ( ) dacă f este o funcție continuă definită pe a/K, mo co co f(a)= Într-adevăr, datorită ( ), (CO \ CO CO ■ C I/ a*) c L,f iar mulțimea П / аі a*) este formată dintr-un singur punct, deoarece din continuitatea funcției f rezultă, în virtutea ( ), că Jlim [/(o ^ai o*)] = , de unde (s° D § Seturi analitice Teorema Pentru ca o mulțime să fie analitică, este necesar și suficient ca aceasta să fie rezultatul unei operații ( Nj, atunci E conține o mulțime perfectă (nevide) Fie mai întâi E o mulțime analitică Atunci este rezultatul unei operații ( Ki> atunci cel puțin unul dintre termenii în care £' este descompus este de nenumărat; ca o mulțime Borel nenumărabilă, conține o submulțime perfectă nevid (§ , I, ) Observația Din rezultatele obținute rezultă că seturile PCA nenumărate a pot avea doar două cardinalități: și anume, Nj și с Cu toate acestea, nu se știe dacă există seturi PCA sau seturi proiective de cardinalitate Jțp Nu se cunosc afirmații similare despre seturile CPCA Corolarul Fie LG un spațiu complet separabil, nenumărabil Apoi LG se descompune într-o uniune de seturi Borel nevide care nu se intersectează în perechi Într-adevăr, fie E o submulțime analitică non-Bolel a spațiului LG (existența unor astfel de mulțimi rezultă din § , VI) Să stabilim Aa = Ka-U Kț, apoi, aplicând formula ( ), obținem £ \u d U L- a B hărți continue pe Atunci (vezi II ( )) avem l = u/(^-) și = eu i Prin urmare, conform lemei precedente, există două mulțimi /(e^u) și g(eĂPmt)> care nu sunt B-separabile Întrucât, în plus, conform II ( ), avem / pc) = D / {^> nі nkn) Și g(p/K mg t/g')=::: și S m tkt'u aceasta implica (prin inductie) existenta a doua secvente infinite fgr n , • • şi /Pr m astfel încât mulţimile / laA) și g nu sunt B-separabile pentru niciun k Sa punem i I , I unsprezece a = - C:-■ - - și b = ;-■ + ț-! - I "i I p I mt I t { Deoarece /(n) e A, g(b) e B și LPW = , atunci |/(a) - (g) | > Deoarece hărțile / și g sunt continue, atunci (vezi II, ) pentru k suficient de mare avem [/ ( ;K) sunt divizibile, ceea ce contrazice presupunerea Corolarul (Suslin [ ]) Fie A și " - A mulțimi analitice; atunci A este o mulțime Borel În teorema anterioară punem B^ = A' - A; obținem E=A Din Corolarul rezultă că familia de mulțimi care sunt atât A- cât și CA-mulțimi coincide cu familia de mulțimi Borel Corolarul (separabilitate simultană) Fie Dr L , - o secvență de mulțimi analitice disjunse în perechi; atunci există o secvență de seturi Borel disjunse în perechi Bx, B , astfel încât AncBn, n= , , Într-adevăr, în virtutea teoremei de separabilitate, există un sistem de seturi Borel Enm astfel încât An Q), atunci mulțimea f(P) este, de asemenea, un set din clasa Ln Într-adevăr, conform teoremelor și , funcția / este B-măsurabilă pe mulțimea /(E'); Teorema Fie f o funcție continuă pe o mulțime Borel E; atunci există o submulțime C a mulțimii E a clasei CA astfel încât f(C) - f(E) și restricția f\C este unu-la-unu Deoarece mulțimea E este Borel, este o imagine unu-la-unu și continuă a mulțimii închise F c (vezi § , II, corolar la): E - g(F) Punem /i(a) = fg(a), unde a e F În virtutea lui I, , mulțimea F conține o mulțime H de clasa CA astfel încât h(FT) - h(F) și funcția h \ H este unu-la-unu Deoarece funcția g este unu-la-unu și continuă, mulțimea C = g(FT) este o mulțime CL după teorema În plus /(C) = /g(H) = A(H) = A(F) = /g(F) = /(£) *) Această teoremă a fost dovedită (în cazul în care mulțimea A este un interval de către Lebesgue [ ] O analiză a demonstrației lui Lebesgue (care nu a fost exactă) l-a condus pe Suslin la descoperirea mulțimilor analitice O demonstrație corectă a fost dată de Luzin și Suslin § Seturi analitice În cele din urmă, dacă xfx', x e C, x' e C, atunci x = g(a), x' = g(a'), a=pa', a^H și a'^H Din inegalitatea a=p a' rezultă că f(x)=h(a) ^h(a') = f(x'); astfel funcţia f\ C este unu-la-unu Remarci Pentru orice a există o funcție continuă unu-la-unu / astfel încât funcția inversă / nu este o funcție de clasa a (vezi § , I, ) (Compară Sierpinski [ ] ) Presupunerea că spațiul AG (în teorema ) este complet este esențială Într-adevăr, să fie Z o submulțime non-boreliană a intervalului g = ( , ) și Z* să fie complementul aceleiași mulțimi situate în intervalul ( , ) Punem AG = Z\} Z*, Y - $, f(x) = x pentru χ £ Z și f(x) - x - pentru x £ Z* Funcția f nu este ^-măsurabilă (nu are nici măcar proprietatea Baire dacă mulțimea Z nu are această proprietate) Separabilitatea este, de asemenea, esențială, vezi exemplul , punctul IV (observă) Asumarea separabilității spațiului / din teorema nu este necesară Este suficient să arătăm că mulțimea f(E) este separabilă Să presupunem că nu este cazul Apoi conține o mulțime discretă nenumărabilă B închisă în f(E) Fie mulțimea Ac E să îndeplinească următoarele condiții: f(A)~B și maparea f\A este unu-la-unu Fiecare submulțime a lui B este închisă în f(E), deci fiecare submulțime a lui A este Borel în E și, prin urmare, și în Deoarece A este o mulțime Borel nenumărabilă, avem A -c Dar atunci A trebuie să conțină submulțimi non-Bolev de x) Aplicare la grupuri de metrici Fie W și / doi spații complete care sunt grupuri topologice (vezi § , XII) Să fie o mapare aditivă pe (adică, /(x-[-x/) = /(x)-r/(x/)) Se poate dovedi că dacă o funcție / are proprietatea Baire (în special, dacă este B-măsurabilă), atunci este continuă (Banach [ ]) Din aceasta rezultă că, dacă grupurile AG și Y sunt complet separabile, atunci orice mapare aditivă continuă unu-la-unu astfel încât φ(AG) = Y este un homeomorfism* ) Într-adevăr, deoarece / este o mapare aditivă, maparea inversă y" este de asemenea aditivă; deoarece, în plus, maparea / este B-măsurabilă, conform , este continuă •) Vezi A Stone [ ], Teorema ) Vezi Banach [ ] Numeroase aplicații ale acestei teoreme la analiză (în special, la ecuații diferențiale) pot fi găsite în cartea lui Banach citată mai sus, Cap III Vezi și Banach [ ] și Schauder [ ] Ch Completați spațiile Teorema este generalizată la mulțimi SA arbitrare (Vezi Kondo [ ]; pentru dovezi mai simple, vezi Sampei [ ] și Suzuki [ ] ) VI A doua teoremă de separabilitate (Vezi Luzin [ ], p , "al doilea principiu ) Teorema Fie A și B două mulțimi analitice', există două SA-mulțimi D și H astfel încât ( ) A-BcD, B-AcN și Df)^ = Fie mulţimile Wr aceleaşi ca în Corolarul , punctul II; să ordonăm mulţimea Mx = £ (x £ WT) în raport cu r > s Apoi G este valabilă următoarea relație de echivalență: (x £ A) = I mulțimea Mx = E (x Wr) nu este complet ordonată } În mod similar, există o familie de mulțimi închise ZT, r astfel încât {x £ B] =| set AL = E (x ^r) nu este bine ordonată | Punem Mx Nx dacă mulțimea Mx este similară cu o parte a mulțimii Nx Lăsa O-(~B)P[-E(^ U A -A Să arătăm că există o includere Aj- l*-u/Am -"rA n n£ (a se vedea ( )) urmează următoarele relații: \u d - - V'rA- ) \u d\u d B', -"lj i' de unde pot lua formula СЯ lL = (Sl lLPL lА) - Din includerea dublă ( ) rezultă următoarea includere: * °° - ( ) cuncal "?cUUUa-"?-Bo t?), a A= a d- Conform II ( ), avem CO CO -GD ^Aa' ak - Bal ak') = Qf a' ak) deci co oo = D (~ Bax ak') = D ( Aai ak~Ba akU Unde co co a / r = ' a d = Prin urmare, cei trei termeni ai dublei incluziuni ( ) sunt identici Deoarece {(?" "} este un sistem regulat de mulțimi disjunse în perechi pentru k fix, rezultă din formula § , XIV ( ') că mulțimea =Uncz ?=nUCa "?=n a #= & = a este un set SL iar cu І = nv nk ■nk Să trecem acum la cazul în care g este o funcție măsurabilă B definită pe o mulțime Borel E Deoarece E și g(E) sunt submulțimi de spații complete separabile, respectiv, J și mulțimea / = E {y = g -(x)] este Boredev în spațiul W X Y- Ch Completați spațiile Evident, setul de valori de ordinul al funcției g coincide cu setul de valori de ordinul al proiecției lui I pe axa / (care este considerată ca o funcție continuă definită pe mulțimea /) , iar acest set, după cum tocmai am demonstrat, aparține clasei CA Remarci În cazul examinat aici, formula (y £Z}\ =('y (Y = f(*)]) A QA ([Y = /(x) = f(-v')] = φ(x = x')}} duce la rezultate mai puțin precise Totuși, se poate deduce din aceasta că, dacă o funcție f este definită pe o submulțime /^ a unui spațiu compact, atunci mulțimea Z? este diferența a două /^-mulți (acest rezultat este exact) Teorema inversă Fie C o mulțime SA aparținând spațiului Y; atunci există o funcție continuă f definită pe o submulțime închisă a spațiului astfel încât C = Zf Într-adevăr, fie F o submulțime închisă a mulțimii oA^ aparținând intervalului ( , / ), și fie f- F->y o hartă continuă unu-la-unu pe (vezi § , III , corolar) Este suficient să definiți funcția /(a) pentru / Ko] Teorema ) Valorile de ordin nenumărat ale unei funcții măsurabile B f definite pe o mulțime analitică formează o mulțime analitică Într-adevăr, stabilim /= E Iy = /(x)] Deoarece mulțimea / x, Y este analitică (§ , III, ), rămâne de dovedit următoarea afirmaţie Teorema Să fie dată o mulțime analitică I, care aparține produsului XX / a două spații complete separabile YG și y, apoi mulțimea A unor astfel de valori ale lui y pentru care mulțimea EK* y) A este nenumărabil, este analitic Mulțimea I, ca mulțime analitică, admite o reprezentare parametrică pe mulțimea qAF a numerelor iraționale, ') Vezi Mazurkiewicz și Sierpinski [ ], Kuratowski [ ], Sachs [ ] § Seturi analitice adică, există două funcții continue g și /r, definite pe mulțimea cDX astfel încât orice punct (x, y) al mulțimii / să corespundă unui punct a care satisface egalitățile x = , s■(#) și y = h (a) În consecință, condiția pentru nenumărabilitatea mulțimii £ [('x, y) £ /] X este echivalent (§ , V, corolarul ) cu existența în mulțimea YIA a unei secvențe dense în sine pe care Г h(a) este identic egal cu y; ° funcția g este unu-la-unu Avem (ueya)ѳѵl|[y=lal)іl l unde punctul g străbate mulțimea de secvențe dense în sine care aparțin mulțimii ■ Această mulțime de secvențe este complet topologic, ca o mulțime de tip G în spațiul complet oft"'** (§ , XII, ) Aceasta înseamnă că setul EL|[y=*(Іl))L L [£-(G)¥=^(G)H ?, ■; l I t±n) există un set de tip G Mulțimea A este analitică, deoarece este proiecția acestei ultime mulțimi Remarci În schimb, oricărei mulțimi analitice A îi corespunde o funcție continuă f, definită pe mulțimea yfA, astfel încât A - Af Într-adevăr, să punem În consecință, Δ (XY == și mulțimea g~x(a) este de nenumărat pentru fiecare a Fie h o mapare continuă a unei mulțimi pe o mulțime A Atunci este suficient să punem f(a)~hg(a) Mulțimea Af poate să nu fie Borel chiar și în cazul în care funcția f este continuă și UA = g Sacks [ ] a obținut următoarea aplicație interesantă a teoremei Fie ur = q, y = %&( / să fie mulțimea de "puncte" (x, y) a produsului YA X Y astfel încât derivata dreaptă a lui funcţia y este oo în punctul x Mulţimea I este analitică (o mulţime de tip FoS), deoarece X tu/^lѵ l n t a De aici rezultă că inegalitatea t aCi și care aparțin mulțimii P este o mulțime din prima categorie pe P Deoarece mulțimea punctelor xa pentru care a AF, astfel încât mulțimea Δ = Ε [#(ED(a)] este analitică (vezi § , V) ), și a, b W = {lFr] este o sită (alcătuită din mulţimi închise') prin care se cerne mulţimea A; atunci componentele lui Aa care corespund acestei site sunt seturi de clase Borel nemărginite Presupunem, dimpotrivă, că toate componentele aparțin clasei Borel p Fie B o mulțime Borel {dQ/{F) care nu este o mulțime de clasa RD- Există un număr " " astfel încât D( deoarece (vezi ( )) V P Da ^n) aparține clasei Ln Exemple Funcții propoziționale: "t este un tip limită", "t este un tip par", "t este ceva impar *) Kuratovsky [ ], [ ] Pentru unele aplicații, vezi Sampei [ ] Ch Completați spațiile tip", "m = a", unde a este un număr fix •••)> având tipuri de ordine m, o și, respectiv, p Notăm cu /?* mulțimea care se obține din mulțimea R prin adăugarea numărului la fiecare element al mulțimii R Deoarece mulțimile și R* nu se intersectează, atunci oD-p este tipul de ordine al mulțimii SUR* Condiția asemănării mulțimii T cu mulțimea SUR* poate fi exprimată astfel: există două șiruri de numere reale a - [a , a , ] și b = [Z) , b~, ], astfel încât ° orice element al șirului a aparține mulțimii T și orice element al șirului b aparține mulțimii ° orice element al mulţimii T este un membru al secvenţei a, iar orice element al mulţimii SUR* este un membru al secvenţei b; ° condițiile a' V )] nl, j Fie t tipul de ordine al mulțimii Rt (vezi § , XVI); atunci egalitatea t = s-\-r este echivalentă cu expresia obținută din identitatea anterioară după înlocuirea mulțimii T cu mulțimea Rt, mulțimea S cu mulțimea Rs și mulțimea R cu mulțimea Rr Ținând cont de relația de echivalență (an £ Rt) = V (rk = aIV) A (r* = V ( = d") A (AA > = ) kk și identități similare referitoare la funcțiile (bn £ Rs) și [(bn - ) £ /?r], nu este greu de stabilit că funcția propoziției (a variabilelor a, dolari Seturi analitice b, t, s și d) care urmează operatorului y este Borel a, b Prin urmare, funcția propozițională t - s -ț-r este analitică Teorema Înmulțirea m = op este o operație analitică Aplicând notația dovezii anterioare, obținem (m=op)^ v a, b, c p L L [(G* € T)=ФV (rk = аа) l l )L(rm (A = O L k [h J k, t L p J A (mot = c") A L (u x' Y) aparțin clasei PLn, în timp ce Y iar funcțiile Df(m, o, x, y) și Df(m, o, x, y) sunt atribuite clasei CPCLn OU Fie φ(m, o, x, y) o funcție a clasei Ln', apoi φ(m, o , x, y), φ(m, o, x, y ), y) și "φ (m, c, x, x) sunt de asemenea funcții ale clasei Ln Să completăm această listă cu următoarele două reguli: Fie φ(o, x) o funcție a clasei Ln\ apoi funcțiile φ(m, x)=s V φ(° > x) și *)= A φ( x) o ), atunci funcția propozițională Φ [u (&)" x} este și ea din clasa Ln Într-adevăr, avem iii a) € Ф]=ѵ io=v (іа l (о e f) A În cazul în care Φ este o mulțime de clasă impară Ln, rezultă că mulțimea p, (Φ) aparține clasei PLn = Ln Dacă dolari Seturi analitice Φ este o mulțime a unei clase par (> ) £n, atunci complementul său -Φ este o mulțime a unei clase impare, deci p (-Φ) este o mulțime a clasei Ln x\ apoi mulțimea p (Φ) - = - p (-Φ) aparține clasei CLn x = Ln Pentru a demonstra a doua parte a regulii , ne putem limita la cazul în care cp este o funcție a unei singure variabile m Rețineți că, în virtutea identității φ(o) = [o £ E cp (t)J , avem relaţia φ(B)] = [u (t) € E f (t)J Setăm Ф = Е Ф (m) Deoarece, prin presupunere, Eph(t) ~ many ■G t proprietatea clasei Ln, atunci, așa cum tocmai am demonstrat, funcția propozițională u(£) aparține și ele clasei Ln Funcția cp[p(t)] aparține aceleiași clase O suprapunere a două funcții analitice este o funcție analitică Într-adevăr, dacă Pj este o funcție analitică, atunci funcția propozițională o -pj(-r) este analitică Prin urmare, dacă presupunem că funcția p este analitică, atunci funcția propozițională a = p [p (I)] este și ea analitică, conform (a doua parte) Aceasta înseamnă că suprapunerea pi°p este o funcție analitică Exemplu Funcția (m- -|- ) n este analitică (pentru n fix) ca o suprapunere a funcțiilor analitice m • , m-j- și m • n Vom folosi această caracteristică în Secțiunea X Cometariu Este ușor de observat că în Regulile - variabilele x și x pot fi înlocuite cu variabile "complexe" (trecând peste produsul direct) De asemenea, se poate presupune că valorile funcției p sunt complexe (în același sens) Când studiem funcțiile propoziționale care au numere ordinale drept argumente, este util să introducem conceptul de funcție propozițională relativ analitică după cum urmează: o funcție propozițională cp(ce) definită pentru un n(x) = a] pentru a = VI și, în general, = (c)l-i П^я- De aici rezultă că А" n, de unde Dn c] este un D-set (CD-set), oricare ar fi c ■) Evident, funcțiile D și funcțiile SD sunt măsurabile în sensul Lebesgue (dacă variabila x este reală) și au proprietatea Baire în sens restrâns Funcțiile care sunt simultan D- și SD-funcții coincid cu funcțiile S-măsurabile Funcția caracteristică a setului D- (sau CD-) este funcția A- (sau SA-) Teorema Limita unei secvențe convergente de funcții A- (sau SA) este o funcție A- (sau CD-) Aceasta rezultă din faptul că condiția f(x) - lim fn(x) implică Π -> oo relație de echivalență {/ (X) > C} V A [fM {x) > C + /n], p k Unde E {/ (X) > C} = și P E [fn+k (X) > c + /n] X p k X Teorema Fie f o funcție A sau CA; atunci mulțimea E [y = / (x)] este diferența a două mulțimi analitice x, y gest Notăm cu [rn] șirul numerelor raționale Există o relație de echivalență [Y ¥= / (x) s V {[Y c] = V [/ (X, o > c] t! ') Vezi Kantorovich [ ] Desigur, funcțiile unei clase proiective arbitrare pot fi definite în mod similar ) Hausdorff [ ] § Spații complet imperfecte De aici rezultă că mulţimea E [ ? (x) > c] ca proiecție a lui Borel X mulţimea E [/ (x, t) > c], este analitică În mod similar, din relația de echivalență [A(x) t) a lim inf f (x, t) este funcția SA Aceasta rezultă din faptul că lim sup g (f) = t -> a t -> a = lim m, unde m - sup g (t) pentru oo lim sup f (x, t), conform teoremelor și , este o funcție A a -> t În cazul lim inf, raționamentul este similar Exemplu Derivatele Dini parțiale superioare (sau inferioare) ale unei funcții măsurabile B g a două variabile sunt funcții A- (sau CA-) (care, totuși, pot lua valori infinite)') Într-adevăr, presupunând f(x, y, t)= ^+n y) - + Г t о unde f (x, y, t) este o funcție B-măsurabilă (presupunând t > ) § Complet imperfect și alte spații singulare Se presupune că spațiile considerate în această secțiune sunt metrice separabile Spații complet imperfecte Un spațiu care nu conține niciun set homeomorf la un set Kanhorean perfect de '' se numește complet imperfect Într-un spațiu complet separabil, o mulțime Ε este complet imperfectă dacă nu conține nicio mulțime perfectă nevidă sau, ceea ce este același lucru, nicio mulțime nenumărabilă analitică, deoarece orice mulțime nenumărabilă analitică conține topologic mulțimea Ω' (§ ) , I) ') Neubauer [ ] Ch Completați spațiile Teorema (teorema lui Bernstein )) În orice spațiu nenumărabil complet separabil, există o mulțime care, ca și complementul său, este un set complet imperfect de cardinalitate a continuumului Această teoremă decurge direct din următoarea lemă în teoria mulțimilor generală Teorema Fie R o mulțime arbitrară de cardinalitate c, R o familie de submulțimi de cardinalitate c ale mulțimii R, fiecare dintre ele având cardinalitatea c Atunci mulțimea R conține o mulțime Z astfel încât Z și R - Z au cardinalitate c și conțin cel puțin un element fiecare din orice mulțime aparținând familiei M Pentru a demonstra această lemă, ne vom baza pe teorema "complet ordonabilă" : fie dc cel mai mic număr ordinal al cardinalității c; să presupunem că mulțimile - elemente ale familiei M - sunt aranjate într-o succesiune transfinită de tip Qc: ( ) R b /R , R a, R a+ ai căror membri pot fi diferiți sau la fel Să, la fel, ( ) x , xc , xa+ , este o secvență de tip uc, a cărei toți membrii sunt diferiți, compusă din toate elementele mulțimilor R Folosind inducția transfinită, definim două secvențe {/?oj și { mulţimea tuturor punctelor pi şi cp pentru £ Kp, atunci orice set de cardinalități Ki ar avea proprietatea de mai sus Dacă totuși acceptăm ipoteza continuumului, atunci pentru a ajunge la concluzia dorită este suficient în Teorema , § , I să înlocuim familia F cu familia de submulțimi perfecte {=/= ) ale mulțimii Teorema Fie Z o mulțime complet imperfectă a unui spațiu complet separabil dens în sine, atunci mulțimea W - Z nu este o mulțime de prima categorie în niciun punct al spațiului Într-adevăr, să presupunem că G este o mulțime deschisă nevide, astfel încât G - Z este o mulțime din prima categorie Fie B o /^-mulțime din prima categorie astfel încât G - Z C B Atunci mulțimea G - B este densă în G (§ , IV), și deci densă în sine (§ , V, ) Ca o mulțime Od densă în sine, mulțimea G - B este nenumărabilă (§ , V, ) și, în consecință, conține o mulțime perfectă nevide (§ , V) Dar atunci mulțimea Z, care conține mulțimea G - B, nu este complet imperfectă Teorema Într-un spațiu complet separabil ZF dens în sine, orice mulțime complet imperfectă cu proprietatea Baire este o mulțime de prima categorie Prin urmare, dacă mulțimile Z și cn - Z sunt complet imperfecte, atunci ele nu au proprietatea Baire Această teoremă este o consecință directă a Teoremei și Corolarul , § II, IV II Spatiile sunt evident de prima categorie Așa numim fiecare spațiu, a cărui submulțime este densă în sine și este o mulțime din prima categorie în sine *) A se vedea observațiile lui Bernstein cu privire la aceasta [ ] Ch Completați spațiile Teorema Într-un spațiu complet separabil, următoarele patru proprietăți sunt echivalente (i) să fie un Br-set complet imperfect (adică o mulțime cu proprietatea Baire în sens restrâns); (ii) să fie un set de primă categorie în orice set perfect; (iii) să fie un set din prima categorie în mod evident; (iv) să fie o mulțime din care orice submulțime este o mulțime Br Dovada, (i)->(ii) Aceasta rezultă din i (ii) -> (iii) Dacă o mulțime E are proprietatea (ii) și dacă X este o submulțime densă în sine a mulțimii E, atunci mulțimea E ∩ X este o mulțime din prima categorie din X Prin urmare, mulțimea X este Eț\X de prima categorie în sine (§ , IV, ) (iii) -> (iv) Proprietatea (iii) implică în mod evident proprietatea BG, iar dacă vreo mulțime are proprietatea (iii), atunci fiecare dintre ele are și această proprietate subset (iv) -> (i) Conform I, și , orice mulțime perfectă nevide conține o mulțime care nu are proprietatea Baire Existența unor mulțimi nenumărate din prima categorie evident a fost remarcată în § , I, și în § , VIII, Vom studia aceste mulțimi mai detaliat în Secțiunea III Teorema Proprietatea de a fi o mulțime din prima categorie este evident aditivă numărabilă Fie A" un spațiu metric separabil astfel încât A' - Ex U E U • • • , unde En este o mulțime de prima categorie Fie un spațiu separabil complet care conține spațiul LG ii), mulțimile Π, Λ sunt din prima categorie din P; în consecință, unirea lor LG P P este, de asemenea, un set din prima categorie din P III -spații!) Acesta este ceea ce numim un spațiu, al cărui subset numărabil este un G&-set Teorema Orice 'K-spaţiu este, evident, un spaţiu din prima categorie Într-adevăr, fie W o mulțime densă în sine și D o mulțime numărabilă densă în W, adică DcWcD Mulțimea W - D, ca graniță /^-mult în mulțimea W, este o mulțime din prima categorie în IP Prin urmare, uniunea W == Vezi Kuratovsky [ ] § Spații complet imperfecte =( D - D) UD este, de asemenea, un set din prima categorie din W În consecință, mulțimea W din prima categorie este în sine (§ , IV, ) Cometariu Teorema inversă nu este adevărată Vezi n V, p , VIII, Teorema Orice spațiu nenumărabil complet separabil conține o mulțime ^ nenumărabilă și, prin urmare, S mulțimi de acest fel (deoarece orice submulțime a unei mulțimi X este o mulțime Z) Este suficient să dovedim această aserțiune pentru un spațiu, deoarece orice spațiu complet separabil nenumărabil conține topologic spațiul cJ" Să arătăm mai întâi că spațiul conține o succesiune transfinită nenumărată de G^-mulțimi crescătoare (distincte)'): ( ) Qo presupunem că toate mulțimile Qg, £ c(? r|t de unde D = Qa n E n D = E r) [Qa - (Qa n E - t>)], iar din moment ce mulţimea Qa r)Z? este numărabil (deoarece pentru p>a punctul p$ nu aparține mulțimii Qa), atunci Qa - (Qa n E - D) este o mulțime O *) Această propunere îi aparține lui Salzwasser Pentru o demonstrație care nu folosește teoria măsurării, vezi Sierpinski ] Vezi și Hausdorff [ ] Ch Completați spațiile Aceasta implică faptul că D este o mulțime O în raport cu mulțimea E!) Cometariu Studiul ordinii de creștere a secvențelor de numere întregi pozitive conduce la spații Z Într-adevăr, fie =[ , ] și I) , ] doi iraționali numere reale sau, ceea ce este la fel, două secvențe de numere întregi pozitive; setăm dacă $r cz Q Dimpotrivă, fie D și X două mulțimi numărabile și Q o mulțime de tip Gft astfel încât ( ) Dcz£U si L>n(£lM) = £, conform incluziunilor ( ) Egalitatea D = Q* f] (E(JX) arată că mulțimea este un ^-spațiu, deci mulțimea E are proprietatea A' Teorema Proprietatea K' este aditivă numărabil Fie Er, E , o succesiune (finită sau infinită) de submulțimi ale spațiului DE-urilor care au proprietatea A' Fie D o submulțime numărabilă a spațiului DE Este necesar să se definească un Q cu setat Oft astfel încât Q ("| (Et (J £ (J ■ • •)) cz D cz Q Prin presupunere, există o secvență Qt, Q Adesea seturi astfel încât Q,, (T En cz D cz Qn Pune Q = Q, (] Q f| atunci Qn(^iU£ U - )c(Qin^)U(Q n^)U czDczQ Remarci Proprietatea de a fi un set A nu este aditivă* ) Mai mult, dacă un set numărabil este adăugat la un set ^ , atunci setul rezultat nu trebuie să fie un set ^ Pentru a vedea acest lucru, definim setul (r) (Secțiunea III, Observație) după cum urmează Lasă o p • • •> a> ••• (a ; să presupunem că pentru g care satisface inegalitatea z? cz Q, atunci Q* = (Q-E) U ( D și Q*f|£= Q*f]DcD Prin urmare, conform teoremei , rezultă că mulțimea E are proprietatea V VI s-spații Acesta este modul în care vom numi orice spațiu, fiecare Fg-nodset din care este în același timp un G&-set ) Existența unor o-spații nenumărate (conținute în spațiul eDP) rezultă din ipoteza continuumului Dovada acestui fapt este analogă cu demonstrarea existenței ^-spațiilor Să presupunem mai întâi, în virtutea ipotezei continuumului, că familia tuturor celor seturi de măsură zero este situată într-o secvență transfinită de tip d: (O K , ^ ' ^a+i Printre diferențele Ki- (J) există o mulțime nenumărabilă I și să fie S o /^-mulțime astfel încât (vezi § , I, d) - și dim(^ - S) - Ca o mulțime de , mulțimea - S, conform teoremei , este o mulțime f și, în consecință, spațiul ^ se descompune în unirea a două mulțimi f S și W - S de dimensiune - Prin urmare Ch Completați spațiile rezultă, în virtutea § , I, , că dim ^' ^ n - , iar aceasta duce la o contradicţie Comparând teorema cu teorema IV, , obținem următoarea afirmație Teorema Există ^-spații care nu sunt ^-spații Este evident că orice o-spațiu este un \-spațiu Teorema implică direct Teorema Orice funcție B-măsurabilă definită pe a-spațiu este o funcție de prima clasă Cometariu Este evident că mulţimea E, care ne-a servit să dovedim existenţa unor nenumărate o-spaţii, nu este măsurabilă în sensul lui Lebesgue În consecință, există mulțimi nemăsurabile care au proprietatea Baire în sens restrâns (deoarece fiecare spațiu Ă și, în consecință, fiecare spațiu o are această proprietate) În general, orice mulțime, fiecare submulțime măsurabilă Lebesgue a cărei numărătoare este numărabilă, are proprietatea Baire în sens restrâns') Adăugăm că problema inversă, și anume problema existenței unei mulțimi măsurabile (măsura ) care nu are proprietatea Baire (chiar în sens larg), se rezolvă ușor fără a folosi ipoteza continuumului VP ѵ-spații, spații grupate, proprietatea C Un ѵ-spațiu este orice spațiu în care orice submulțime densă nicăieri este numărabilă (Luzin [ ]) Existența unor v-spații nenumărabile (aparținând spațiului (c) rezultă din ipoteza continuumului Să stabilim mai întâi existența unei mulțimi nenumărabile E a: având următoarele proprietate (numită proprietate B): Oricare ar fi submulțimea densă nicăieri N a intervalului , N P E Ko- Să presupunem că submulțimile dense închise nicăieri ale intervalului sunt aranjate într-o secvență transfinită de tip : F ' F\ Lv-p> • ■ • ■ Ca spațiu complet, intervalul nu este un set de primă categorie Aceasta implică (ca și în demonstrația articolului VI) existența unui set nenumărat de diferențe nevide Fa - |JF$ i Ko În plus, deoarece N este o submulțime densă nicăieri a intervalului q, există un indice a astfel încât Fa = N Deoarece E PDa ) că orice spațiu v (separabil metric) este homeomorf unei mulțimi cu proprietatea L Teorema Orice ^-spațiu este complet imperfect Acest lucru rezultă din faptul că setul Cantor conține un subset perfect care nu este nicăieri dens în Teorema Orice submulțime a unui spațiu ѵ care are proprietatea Baer este uniunea dintre o mulțime O și o mulțime numărabilă Această propoziție rezultă din faptul că această submulțime este uniunea dintre o mulțime O și o mulțime din prima categorie (§ , IV, ), iar cea din urmă este numărabilă prin presupunere asta implică Teorema Orice funcție care are proprietatea Baire și este definită pe un ^-spațiu este o funcție de clasa a doua * ) Definiție Se spune că un spațiu A este centrat în jurul unei submulțimi Ac A dacă, indiferent de vecinătatea Q a mulțimii A, mulțimea A - G este numărabilă Teorema Pentru ca un spațiu A să fie un ^-spațiu, este necesar și suficient ca acesta să fie concentrat în jurul fiecărei mulțimi dens din el sau: să fie concentrat în jurul fiecărei mulțimi dens numărătoare ) Într-adevăr, fie A un spațiu v Fie A = A și E o vecinătate a mulțimii A Prin urmare, dacă este interiorul mulțimii E, atunci AazG, de unde G - A; asta dovedeste ca *) Vezi Sierpinsky și Kuratovsky [ ] ) Popruzhenko [ ] ) După S Besikovici [ ], o submulțime E a unui spațiu A este concentrată față de o mulțime A C A dacă, indiferent de vecinătatea G a mulțimii A, mulțimea E - G este numărabilă Este ușor de arătat că, dacă mulțimea E este concentrată față de mulțimea H, atunci mulțimea este concentrată și față de mulțimea A *) Spielrain-Marchevsky [ ], Ch Completați spațiile setul LG - G nu este nicăieri dens și, prin urmare, numărabil Deoarece LG - Ec US - G, setul -E este numărabil Prin urmare, condiția este necesară Pentru a demonstra suficiența, să presupunem că mulțimea N este nicăieri densă și că A este o submulțime numărabilă a mulțimii Γ - N care este densă în mulțimea A" - N Atunci A - A - N = A Deoarece mulţimea A - N este o vecinătate a mulţimii A, apoi, prin ipoteza teoremei, complementul acesteia, adică mulţimea N, este numărabilă Prin urmare, mulţimea N este numărabilă Teorema Orice spațiu A centrat în jurul unei mulțimi numărabile A și, prin urmare, orice ^-spațiu, are următoarea proprietate, numită proprietate C": dacă fiecărui punct x e A îi corespunde o succesiune de mulţimi deschise OXi, unde n = , , și unde x e Gx n, atunci există o secvență numărabilă xr, x , • • , astfel încât ( ) ^ = GXiiIUC/r, U Într-adevăr, punem X = [xb x , x , ], Deoarece mulțimea GX ji UU ••• este o vecinătate a mulțimii A și spațiul A este concentrat în jurul mulțimii A, atunci mulțimea A - (GXl >і L) Gx, U • ■ •) este numărabil Să o aranjam în succesiunea x , x , x , (putem presupune că această mulțime, ca și mulțimea A, nu este goală) Secvența x , x , x , x , este succesiunea dorită Teorema Proprietatea C" este invariantă sub mapări continue Într-adevăr, fie A un spațiu cu proprietatea C", f o mapare continuă a spațiului A în spațiul / și NU'P un sistem de mulțimi deschise în spațiul Y astfel încât y Definim o succesiune de puncte Ce Y \u d HyiA și Hyu i și Deoarece funcția / este continuă, mulțimile / (/ y n) sunt deschise Setăm GXin = f~ (HfMin) Deoarece /(x) G Hf (x) i n, atunci x g GXt De aceea, există o secvență x , x , care satisface egalitatea ( ), de unde Y \u d H U H / (x ) t și ') Rothberger ] § Spații complet imperfecte Teorema Proprietatea C" implică următoarea proprietate C]): Pentru orice succesiune {Zn} de numere pozitive, există o succesiune de mulțimi {An) astfel încât ( ) și (Dn) care nu este o valoare a funcției /, adică nu există niciun punct x pentru care egalitatea | x - x = r Prin urmare, mulțimea E [I x - x astfel încât din inegalitatea \x - x' | Y) - pentru yț^ - K Deoarece mulțimea K este din prima categorie în orice mulțime perfectă, funcția g este continuă pe orice set perfect până la o mulțime din prima categorie din această mulțime, adică funcția g are proprietatea Baire în sens restrâns Pe de alta parte, = E[^ = e(y) - unde w= E[(x = - i)A(y€e/T - - X, y x, y Mulțimea W are proprietatea Baire în sens restrâns, deoarece este homeomorfă cu mulțimea o/fC - K (mulțimea K, ca și mulțimea Q/F" - K, o are) Întrucât mulţimea Z nu are această proprietate, mulţimea E cu atât mai mult nu o are X y Teorema Există o funcție h a unei variabile care are proprietatea Baire în sens restrâns, astfel încât dacă punem g(x, y) -/r(y), atunci funcția g, în funcție de două variabile , nu are această proprietate Este suficient să luăm ca h funcția caracteristică a mulțimii K și ca g funcția caracteristică a mulțimii oAC x k Teorema Există un set de prima categorie, evident, care nu este un spațiu Aceasta este mulțimea K Să presupunem contrariul, atunci mulțimea E ar fi și un spațiu Â (datorită IV, ) Dar în acest caz, mulțimea E ar avea simultan proprietatea v și proprietatea Baire în sens restrâns (conform III, ), ceea ce este incompatibil cu teorema § Spații complet imperfecte IX Legătura ѵ-spațiilor cu teoria generală a mulțimilor TEOREMA Fie XB un ^-spațiu arbitrar și fie m o funcție ("măsură") care atribuie fiecărei mulțimi Borel Xc" un număr m(X)~^-Q după cum urmează (i) t(X) = Q dacă X constă dintr-un element -, (ii) rn = V și ț/d dacă X^Xj^O pentru i + j (aditivitate numărabilă) În aceste condiţii avem m(xx) = ') Să arătăm (fără a folosi proprietățile lui v) că fiecare punct are o vecinătate deschisă de măsură arbitrar mică Într-adevăr, fie x £ %' și e > ; notăm cu Sn bila deschisă centrată pe x cu raza i Punem So - ^ și Dn - Sn - Sn+ Apoi n = *oU U Dn+k' DnftDm= Pentru pft k = co În consecință, m(Sn)=Y\ m(Dn+k) În special, = ASA DE m ( %) = m (£>n), l = de unde rezultă existența lui n astfel încât m (D m (D n+A)-\- ), setul de idealuri principale ale unei algebre booleene arbitrare poate fi privit ca un spațiu bicompact Hausdorff zero-dimensional Folosind această teoremă, Raseva și Sikorsky [ ] au arătat că mulțimea idealurilor care nu corespund modelelor este mulțimea din prima categorie Aplicând teorema lui Baer, obținem o demonstrație topologică a teoremelor lui Gödel și Löwenheim-Skolem* ) Deși există dovezi (cum ar fi demonstrația lui Gödel) care renunță la topologie, dovezile topologice (și mai ales metoda lui Raseva și Sikorsky) prezintă interes nu numai în legătură cu aspectul lor metodologic, totuși foarte remarcabil, ci și datorită posibilității obținând teoreme de existență mai puternice decât cele rezultate folosind alte metode În plus (vezi § , vIII), "metoda categoriilor" este extrem de eficientă De exemplu, Ryl-Nardzewski, folosind metoda categoriilor, a demonstrat într-un mod foarte elegant o teoremă găsită și publicată independent de Orey [ ], conform căreia orice sistem axiomatic care conține notație aritmetică și consecvent cu regula inducției infinite * *), are cel puțin un model ale cărui numere întregi sunt izomorfe cu numerele întregi obișnuite Ideea acestei dovezi a fost folosită ulterior în dovezile topologice ale existenței diferitelor modele patologice pentru sistemul axiomatic al teoriei mulțimilor (Vezi Mostovsky [ ] ) *) Vezi Piatra M [ ] ) Sunt cunoscute şi dovezi topologice care nu folosesc teorema lui Baer; vezi Beth [ ], Blake [ ], Rieger [ ] ) Această regulă are un caracter nefinit; vă permite să acceptați ca teoremă, orice afirmație generală: "pentru orice număr întreg numărul n, C(n)* este valabil dacă afirmațiile A( ), V ( ) sunt dovedite Addendum logici neclasice Pe lângă logica clasică, în logica matematică sunt luate în considerare și sistemele logice non-clasice (cu valori multiple) Luați în considerare mai întâi calculul propozițional În logica obișnuită, funcțiile logice precum negația, conjuncția etc sunt definite pe mulțimea { , }, constând din două elemente, și nu iau alte valori decât și (vezi § ) Aici este boolean "fals" și este "adevărat" Teoremele de calcul propozițional sunt expresii formate din variabile de propoziție și simboluri pentru funcții logice care iau valoarea pentru toate valorile variabilelor Pentru a defini o logică multivalorică, mulțimea ( , lj este înlocuită cu o altă mulțime, care poate fi finită sau infinită Această mulțime, împreună cu operațiile care definesc operatorii logici, se numește matricea caracteristică a multivalorilor logica in cauza Orice logică cu mai multe valori poate fi caracterizată și folosind metoda axiomatică: este suficient să enumerați axiomele și regulile de raționament Aplicarea topologiei la logici cu mai multe valori devine posibilă datorită faptului că cele mai cunoscute logici cu mai multe valori, care au fost definite mai întâi axiomatic, au matrici caracteristice definite în termeni topologici Să dăm două exemple Una dintre cele mai interesante logici multivalorice este logica intuiționistă creată de Brouwer și apoi axiomatizată de Rating [ ] O matrice caracteristică simplă pentru această logică a fost găsită de Tarski [ ] Elementele sale sunt submulțimi deschise ale unui spațiu normal separabil E dens în sine (de exemplu, submulțimi deschise ale unui spațiu euclidian de dimensiune arbitrară) În această matrice, conjuncția și disjuncția sunt interpretate, ca de obicei, folosind operațiile teoriei mulțimilor Interpretarea altor funcții booleene diferă de interpretarea booleană clasică; negația se exprimă folosind funcția Int (E - X), iar implicația XY - folosind funcția Int [ (E - X) UY] ') Să considerăm acum logica modală S a lui Lewis și Langford [IJ, Pe lângă funcțiile logice obișnuite, această logică admite funcțiile Pp (= este posibil ca p), Np (- este necesar ca p) și alte câteva funcții definite folosind funcțiile P și N Matricea caracteristică a logicii S este formată din submulțimi arbitrare ale unui spațiu topologic normal separabil dens în sine, iar funcțiile logice elementare *) Vezi McKinsey și Tarski [ ], M Stone [ ], Tarski [ ] I Aplicaţii ale topologiei la logica matematică sunt interpretate ca de obicei, iar funcţiile P şi - ca operaţii X şi Int (A') ) Definițiile pur matematice ale logicii intuiționiste și ale logicii modale S pe care tocmai le-am dat au fost sursa a numeroase teoreme metamatematice despre aceste logici ) Cele mai multe dintre ele nu erau cunoscute înainte de descoperirea interpretării topologice Să trecem acum la calculul funcțional de ordinul I, bazat pe logica cu mai multe valori; de exemplu, pentru intuitionistic ), modal ) și alte logici ), se poate găsi o interpretare topologică a calculilor funcționali bazată pe aceste logici În această interpretare, predicatele f(xA х") sunt considerate ca funcții definite pe o mulțime abstractă, cu valori într-o matrice a logicii multivalorice considerate În cazul logicii intuiționiste /(x^ xn)- o submulțime deschisă a unui spațiu topologic E, în cazul logicii modale, o submulțime arbitrară a spațiului E Cuantificatorul general este interpretat în logica intuiționistă ca interiorul unei intersecții (în sens topologic), iar cuantificatorul existențial ca o uniune În logica modală, acești cuantificatori sunt interpretați ca intersecție și unire în sensul teoriei mulțimilor Se poate arăta că într-un spațiu E ales corespunzător, teoremele logice coincid cu expresiile care, în interpretarea descrisă mai sus, sunt identic egale cu spațiul E ) Acest rezultat corespunde teoremei lui Tarski [ ] citată mai sus, care este legată de calculul propozițional Totuși, este important de notat că în cazul logicii modale clasa de spații E pentru care această teoremă este valabilă este mai îngustă decât în cazul elementar al calculului propozițional (Raseva și Sikorsky [ ], Sikorsky [ ] ) O întrebare similară pentru logica intuiționistă rămâne deschisă Interpretarea topologică a calculilor funcționali neclasici a fost studiată în principal de Raseva și Sikorsky; cu ajutorul ei au obţinut un număr semnificativ de teoreme metamatematice pentru aceste calcule şi pentru calculul propoziţional cu cuantificatori ) ') A se vedea McKinsey și Tarski [ ], Tang Qiao-chen [ ] ) Vezi McKinsey și Tarski [ ], [ ], [ ], Tarski [ ] ) Vezi Mostovsky [ ] ) Vezi Rasev [ ] ) Vezi Rasev și Sikorsky [ ] ) Vezi Rasev [ ] ) Vezi Raseva [ ], Raseva si Sikorsky [ ], [ ], [ ] Addendum În sfârșit, observăm că o interpretare topologică a unor ramuri ale matematicii intuiționiste a fost dată și de Menger [ ]; cercetările în această direcţie nu au fost continuate Alte aplicații Diverse alte aplicații ale topologiei la logica matematică pot fi găsite în literatura de specialitate Ca exemplu, notăm demonstrația lui Kuratowski [ ] a teoremei lui Tarski, conform căreia o stare bine ordonată nu poate fi definită fără a folosi variabile de tip logic superior decât logica de ordinul întâi După cum a arătat Kuratovsky, această teoremă decurge direct din existența mulțimilor analitice non-Bolelev (vezi § , VI) O altă aplicație a metodei topologice este demonstrația dată de Grzegorczyk [ ] a următoarei teoreme privind "omogenitatea" funcțiilor recursive: să fie dată o funcțională F atribuind recursiv orice număr întreg pozitiv x și orice succesiune infinită f de numere întregi pozitive un pozitiv întreg F(J , x)\ atunci există un funcțional H(h, x) astfel încât din condițiile: ( ) pentru orice t, ( ) ft = gt pentru x) urmează egalitatea F(f, x) = F(g, x), oricare ar fi șirurile f și g O altă demonstrație a acestei teoreme, care nu recurge la metode topologice, ci folosește teorema Brouwer-König (teorema "ventilatorului"), a fost dată de Kleene II Despre aplicațiile topologiei la analiza funcțională R Sikorsky Subiectul analizei funcționale este studiul spațiilor topologice liniare Prin spațiu liniar se înțelege orice mulțime în care există operații de adunare x + y și de înmulțire Ax (unde A este un număr), iar aceste operații sunt supuse anumitor axiome simple * ) Se spune că un spațiu liniar este topologic liniar dacă este dotat cu o topologie în raport cu care funcțiile x - | - y și Kx, considerate ca funcții a două variabile, sunt continue ') Vezi Kleene [ ] Pentru alte aplicații ale conceptelor topologice la teoria funcțiilor recursive, vezi Uspensky [ ] ) Vezi Banach [ ] Această carte este prima expunere sistematică de analiză funcțională, a cărei autor este unul dintre fondatori II Despre aplicațiile topologiei la analiza funcțională În prima perioadă a dezvoltării analizei funcționale, acestea s-au limitat la cazul în care topologia introdusă era metrizabilă (spații liniare metrizabile), iar în principal spațiile normate liniare au fost considerate ), înțelegând prin normă funcția || x II cu valori finite nenegative, astfel încât (ȘI x II - ) - (x este elementul zero al spațiului), II * + y l ) Banach [ ] ) Acolo ) Acolo ) Banach și Steinhaus [ ], Banach [ ] ) Sigmund [ ] c) Se spune că o submulțime a unui spațiu topologic liniar este mărginită dacă orice succesiune x , x , de elemente din această mulțime este mărginită, adică dacă converge la ca Ax -> ) Banach [ ] s) Vezi Mazur [ ] Aceasta este prima lucrare fundamentală asupra inelelor normate Teoria inelelor normate a fost dezvoltată de Gelfand [ ] II Despre aplicațiile topologiei la analiza funcțională Teoremele de punct fix joacă un rol important în analiza funcțională neliniară și în aplicațiile acesteia la ecuații diferențiale și integrale În primul rând, notăm teorema lui Banach [ ] privind mapările de contracție: fie f o mapare continuă a unui spațiu complet în sine, astfel încât | f(x) - f(x') | ), Fund Matematică ( ), - Sur un ensembles non denombrable dont toute image continue est de mesure nulle, Fund Math ( ), - La propriete de Baire des fonctions et de leurs images, Fund matematică, ( ), - Zazys theorii mnogosci, or I, II, Varșovia, Sur les familles inductives et projectives d'ensembles, Fund, Math ( ), - Fond Matematică ( ) Literatură Sur l'existence ele diverse classes d'ensembles, Fund Math ( ), - Sur les images continues des ensembles de points, Fund Math ( ), - Sur les images continues des ensembles analytiques liiieares poncti-fermes, Fund Math ( ), - Sur ies images de Baire des ensembles iineaires, Fund Matematică ( ), - Sur l'extension des fonctions de baire definees sur les ensembles Iineaires quelconques, Fund Math ( ), - Sur deux coniplementaires analytiques non separables B Fund Math ( ), - Sur une probleme concernant les types de dimensious, Fund matematica ( ) - L'n theoreme concernant les transformations continues des ensembles Iineaires, Fund Matematică ( ), Sur les ra; norts entre les classification des ensembles de MM F Hausdorff et Vailee Poussin, Fund Math ( ), - Fond Matematică ( ) Fond Matematică ( ) Fond Math , : ( ), - u Sur un ensemble imeairc non denombrable qui est de premiere categorie sur tont ensemble parfait, C R Soc Sc Varsovie, C R Soc Sc Varsovie, Ilypothese du conținu, Monogr Mat , , Sur un probleme de C Kuratowski concernant la propriete de Baire des ensembles, Fund Math ( ), - Sur ia dualite entre la premiere categorie et la mesure nulle, Fund Math ( ), - Sur ia separabilite multiple des ensembles mestiramcs B, Fund Matematică ( ) - Sur u ne propriete additive d'ensembles, CR Soc Sc Varsovie, ( ) Sur le rapport de la propriete (C) ă la theorie generale des ensembles, Fund Math ( ), - Sur une proprietâ des espaces metriques separables, Fund Matematică ( ) Sur un ensemble a propriate Ă, Fund Math ( ), - Sur la non-invariace topologique de la propriete? /, Fund Math ( ), - Sur deux consequences d'un theoreme de Hausdorff, Fund Math ( ), - Sur un espace metriquc separable universel, Fund Matematică ( ) Deux theoremes sur les familles des transformations, Fund Math ( ), - Topologie generală, Toronto, Numerele cardinale și ordinale, Varșovia, Sierpinski și ■ Sigmund (Sierpinski W , Z y gmund A ) Fondul Matematică ( ) Sierpinski și Kuratowski (Sierpinski W , Kuratowski K-) Le theoreme de Borel - Lebesgue dans la theorie des ensembles abstra-its, Fund Math , ( ) Sur les differences de deux ensembles fermes, Tohoku Math J ( ) Sur un probleme de M Frchet concernant les dimensions des ensembles Iineaires, Fund Matematică ( ) BT Literatură Sur Ies ensembles qui ne contiennent aucun sousensembles indenombrable non-dense, Fund Matematică ( ) Sur l'existence des ensembles projectifs non mesurables, Academie Bulgare, ! ( ), - Sikorsky (S korski R ) Fondul Matematică ( ) Asupra produselor carteziene ale spaţiilor metrice, Fond Matematică ( ), Despre reprezentarea algebrelor booleene ca câmpuri de mulțimi, Fund Matematică ( ) Algebre de închidere, Fond Math ( ), - Homeomorfisme de închidere și niapări interioare, Fund Matematică ( ) Taur Acad Paul Sci , III, ( ), - Algebre booleene, Berlin-Göttingen-Heidelberg, Simmons (Sim ons GF) Introducere în topologie și analiză modernă, Mc Graw IIill Sion (S pe M ) Despre mulțimi analitice în spații topologice, Trans amer Matematică Soc ( ), - Sirota (Shirota T ) O clasă de spații topologice, Osaka Math J ( ), - Sklyarenko E G DAN SSSR, ( ), DAN SSSR, ( ), Scott D Seturi Borel invariante, Fond Math ( ), - Slowikowski și Zavadovsky (Slowikowski W și Z awa ad owski W ) Metoda de generalizare a idealurilor maxime a lui Stone și Gelfand, Fund Math ( ), - Smirnov Yu M Despre metrizarea spaţiilor topologice, U MN, ( ), ( ), - Câteva relații în teoria dimensiunilor, Mat Sb , ( ), nr ( ), - O condiție necesară și suficientă pentru metrizabilitatea unui spațiu topologic, DAN SSSR, , nr ( ), - Pe spațiile de proximitate, Mat Sb , ( ), nr ( ), - Despre completitudinea spaţiilor de proximitate, DAN SSSR, ( ), - Despre completitudinea spațiilor uniforme și a spațiilor de proximitate, DAN URSS, , nr ( ), - Despre completitudinea spațiilor de proximitate, , , Tr Moscova, mat insule, ( ), - şi ( ), - Despre dimensiunea spațiilor de proximitate, Mat Sb , ( ), nr ( ), - Despre proprietăţile dimensionale ale spaţiilor infinit-dimensionale, Proc Simpozion de topologie generală, Praga, Pe dimensiunea transfinită, Mat Sb , ( ) Sobolev S L G Methode nouvelle ă resoudre le probleme de Cauchy potir Ies equations hyperboliques normales, Matem Sb , ( ) ( ), - Literatură Generalization of the notion de function, derivation, de transformation de Fourier, et applications mathematiques et phvsiques , Ann Univ Grenoble ( ), - C t și hp o d, Eilenberg (Steenrod N și Eilenberg S ) Foundations of algebric topology, Princeton, (Traducere rusă: Foundations of algebric topology, Moscova, ) S t o i l o v (S t o î o w S ) Aplicația UE Normă Cina III, ( ) PiatraA (Piatra A N ) Paracompactitate și spații de produs, Bull amer Matematică Soc ( ), - Trans amer Matematică Soc ( ) Âletrizabilitatea spațiului de deeopunere, Proc amer Matematică Soc ( ), - Seturi Borel neseparabile, Rozprawy Mat ( ) Piatra M (Piatra MH) Algebre booleene și aplicarea lor în topologie, Proc Nai Acad Sci ( ), - Teoria reprezentărilor pentru algebrele booleene, Trans amer Matematică Soc ( ), - fond Matematică ( ) Topologica!' reprezentări ale rețelelor distributive și logicii brouweriene, Casopis pro pastrovani mat a fys ( ), - Aplicații ale teoriei inelelor booleene la topologia generală Trans amer Matematică Soc ( ), - C tpa ep (S trother WL) Funcții continue cu mai multe valori Bol soc Mat Sao Paulo ( ), - Suzuki (Suzuki J ) Pe principiul uniformizării, Proc Symp on the Foundations of Mathematics, Katada (Japonia), , p - Suslin M C R Paris, ( ) Suslin M și L y și și H Sur une dăfinition des ensembles mesurables In sans nombres transfinis, CR Paris, ( ) T a y mah o în A D Pe imaginile deschise ale decorurilor Borel, Mat Sb , ( ), ( ), - Despre cartografiile închise, I, ( ), ( ), - , II, ( ), - T a k e (T u k e y JW) Convergență și uniformitate în topologie, Ann oj Matematică Studii, ( ) TangTsao-chsn (TangTsao-Chen) Postulate algebrice și o interpretare geometrică pentru calculul Lewis de implicație strictă, Bull amer Matematică Soc ( ), - Tarski (Tarski A ) Fondul Math , ( ), Literatură Fond Matematică ( ) Der Aussagenkalkiil und die Topologie, Fund Math ( ), - O teoremă de punct fix teoretic latice și aplicarea ei, Pacific J Math , ( ) Acel râu ii și Kuratowski (T arski A,, Kuratowski K ) Les operations logiques et Ies ensembles projectifs, Fund Matematică ( ) Tietze (Tietze H ) Ober Funktionen die aitf einer abgeschlossencn Menge stetipsind, J Math , ( ), p - Beitriige zur allgemehien Topologie Matematică An ( ) Tietze și V e toris (T i e tz e N și V i e t o g este L ) Enciclopădie d Matematică Wiss, IP LV , Leipzig, și x o și o în AH Uber einen Metrisationssatz von P Urvsohn, Miath Ann ( ), - Ober die topologische Erweiterung von Răumen, Math Ann ( ), - Uber einen Funktionenraum, Math An ( ) Ein Fixpunktsatz, Math An ( ) • Despre un spațiu topologic universal, DAN SSSR, ( ), - Tu gue (Tugue T ) Sur les fonctions qui sont definites par l'induction transfinie J Math soc /arap, (І ), - T y l m și h (T ou min C El ) Amestecare ordinale și dimensiunea transfinită, Proc Londra Matematică Soc ( ), - Tumarkin L A Fondul Matematică ( ) Uber die Dimension nicht abgeschlossener Mengen, Math Ann ( ) Matematică An ( ) Ayburn (De ce arde GT) Deschideți mapări pe spații compacte local, Memoires Amer Matematică soc Fond Matematică ( ) Topologie analitică, Amer Matematică soc coli Publ , Mape deschise şi închise" Duke Math / , ( ), - Wilson (W i fiu WA) Pe spații cvasimetrice, Amer / Matematică ( ) Ulam (U am S ) Fondul Miath ( ) Uber gewisse Zerlegungen von Mengen, Fond Matematică ( ) Ulam și Kuratowski (U am S , Kuratowski K ) Quelques propriete topologiques du produit combinatoire, Fund Matematică ( ) Wallace (W a a c e AD) Pe seturile nelimitate, Bull amer Matematică Soc ( ) Câteva caracterizări ale transformărilor interioare, Amer Călătorie matematică, ( ), - Literatură Harta de perete (W a m a n H ) Rețele și spații topologice, Ann Matematică ( ) Uryson P S Uber die Măchtigkeit der zusammenhăngenden Mengen, Math Ann ( ), - Zum Metrisations probiem, Math Ann ( ), - Proc Acad Amsterdam, ( ) fond Matematică ( ) Fondul Matematică ( ) Mâmoire sur les multiplicitâs Cantoricnes, Fund Math , - ( - ) Surles classes ( ") de M Freehet, uns Math , ( ), - Fond Matematică ( /), - Sur im espace nietrique univcrscl, Eull Sc Math ( ), - Verhandl Akad Amsterdam, ( ) Uspenski V A Teorema lui Godel și teoria algoritmilor, DAN SSSR, ( ), nr , - Despre operaţii calculabile, DAN SSSR, , Xb ( ), - F e r e s (V e g e ss R ) Uber komaakte Funktionenmengen und Bairesche Kiassen, Fund matematică, ( ) ' F iaksmeyer (Flachsmeyer J ) Matematică Nachr ( ), - F kc (Fox RH) Despre topologiile spațiilor funcționale, Bull amer Matematică Soc ( ) Franz W AHgemeine Topologie I, Goschcn, Frechet (Freehet M ) Sur quelques points du Calcul fonctionnel, These, Rend del Circolo Matern, di Palermo, ( ) Matematică Ann ( ), - Relations entre les notions de limite et de distance, Trans amer Matematică Soc ( ) Quelques proprietes des ensembles abstraits, Fund Matematică ( ) Les espaces abstraits, Monogr, Borel, Paris, Frink (Frink O ) Topologie în zăbrele, Trans amer Matematică Soc ( ), - Rolă F (F ro ik Z ) Referitor la convergenţa topologică a mulţimilor, Tchehosl Mat J ( ), - Despre teoria descriptivă a mulţimilor, Tchehosl Matematică J ( ), - Pe spații bianalitice, Tchehosl Matematică ], ( ), - , Halmos (Halmos PR) * Prelegeri despre algebre booleene, Princeton, Khan (H ahn HJ, Theorie der reellen Funktionen I, Berlin, Reelle Funktionen I, Leipzig, Literatură Hahn și Rosenthal (Hahn H și Rosenthal A ); Set funktions, Albuquerque, X și na și (H anai S ) În mapările închise, Proc Japonia Acad ( ), - Hanner O Retragerea și extinderea mapărilor spațiilor metrice și nemetrice, Arkiv Math ( ), - Hartman S Zur Geometrisierung der abzăhlbaren Ordnungstypen, Fund Matematică ( ) Hausdorff F Grundziige der Mengenlehre, Leipzig (Vien), Matematică An ( ) Matematică Zft ( ) Die Mengen in vollstăndigen Răumen, Fund Math , ( ) Teoria multimilor, Moscova-Leningrad, a Uber innere Abbildungen, Fond Math ( ), - Summen von Mengen, Fond Matematică ( ) Summen von Mengen, Fond Matematică ( ) Die schlichten stetigen Bilder des Nullraums, Fund Matematică ( ) Erweiterung einer stetigen Abbildung, Fund Matematică ( ) Hedrick (H edrick ER)j Trans amer Matematică Soc ( ) X e l m ep g (H e mberg G ) Pe clasele de convergenţă ale mulţimilor, Proc amer Matematică Soc ( ), - X emmep (Hammer PC) Teorema de închidere a lui Kuratowski, Nieuw Archief, ( ), - Topologie extinsă, Nieuw Archief, ( ), ( ) Proc Acad Amsterdam, Indag Matematică ( ) Topologie extinsă (Structura funcțiilor izotonice), J reine angew Math ( ), - Hilgers (H i gers A )', Bemerkungen zur Dimensionstheorie, Fund Matematică ( ) Hilton (H i pe PJț Homotopie și dualitate (mimeografiat), Corneli (Jniversity, Hocking JG și Young GS Topologie, Addison-Wesley, Hall & Spencer (Hali DW și S pen cu er GL) Topologia Elementai, New York, X yu ii t (H ewi E ); Despre două probleme ale lui Urysohn, Ann de Math , ( ) O remarcă asupra caracterelor de densitate, Bull amer Matematică Soc ( ), - Inele de funcții continue cu valoare reală, Trans amer Matematică soc , ( ), - Literatura Tsip pin (Z і r r і p L ) Grupuri de transformări topologice, Interscience Tracts New York a cc ap (CsăszărA ) Sur une classe de structures topologiques generals, Revue Math pure et appl , ( ), - Fondements de la topologie generale, Budapesta, Chapman (C hapman TA) O extensie a problemei de închidere și completare Kuratowski, Math Magaz ( ), - O notă suplimentară despre operatorii de închidere și interior, Amer Matematică Lunar ( ), - Cehă (Cehia E )) Sur la dimension des espaces parfaitement normaux, Bull Acad Sc Boheme ( ), - Contribuţie ă la theorie de la dimension, Cas Dăunător, matematică a Fys , ( ), - Pe spații bicompacte Ann Matematică ( )", ( ), - Topologicke prostory, Praga, Chittenden (Chittenden) Despre echivalența dintre ecart și voisinage, Trad amer Matematică Soc ( ) o da și M la aproximativ b a (Chod a H, Mat ob a K ) Pe o teoremă a lui Levine, Proc Japonia Acad ( ), - Schauder (Schauder J ) Ober die Umkehrung linearr, stetiger Funktionaloperationen, Studia Mat , ( ) Der Fixpunktsatz in Funktionalrăumen, Studia Math ( ), - Schwartz (Schwartz L ) Generalization of the notion de fonction de derivation, de transformation de Fourier, et applications mathfimatiques et phvsiques, Ann Univ Grenoble ( ), - Theorie des distributions, voi I, Paris, , voi II, Paris Sheffer (Scheeffer L ) Acta Math , ( ) III ё și f l și c (S chonf ies A ) Entwicklung der Mengenlehre I, Leipzig, Schmidt (Schmidt J ) Eine Studie zum Begriff der Teilfolge, Jahresber Deutsch Math Ver , ( ), - Schneider W E Teoria descriptivă a mulțimilor în spații topologice, DAN SSSR ( ), - Literatură Choquet (C h o qu e t G ) Convergențele, Ann Univ Grenoble ( ), - Cours d'analyse, or II, Topologie, Paris, Teoria capacităților, Ann Inst Fourier, ( - ), - Ensembles K-analytiques et K-Susliniens, Cas general et cas metrique, Ann trist Fourier ( ), - Shnephep (Sperner E ) Ab'i Matematică Seminar Hamburg, ( ) Spielrain-Marchevsky (S zpi rajn - M a rczewski E ) O mierzalnosci i warunku Bare'a, CR du Congres des Alath des Pays Slaves, Varsovie, Sur une hypothesis de M Borel, Fund Matematică ( ) Sur un probleme de S Banach, Fund Matematică ( ) fond Matematică ( ) Remarques sur les functions completement additives fond Matematică ( ) Fond Math , C> ( ) La dimension et la mesure fond Matematică ( ) Fond Matematică ( ) Despre echivalența unor clase de seturi, Fond Matematică ( ) Spielrain-Marczewski și Kuratowski (Szpilrajn-Marczewski E, Kuratowski K-) Sur les cribles fermes et leurs applications, Fund Math ( ), Schroeder E Vorlesungen liber die Algebra dor Logik, B III ( - ) Steinhaus H Studia Math ( ), - Engelking (E ng e rege R ) Topologie generală Taur Acad Pol Sc ( ) Quelques remarques concernant les operations on les fonctions semi-continues dans les espaces topologiques, Bull Acad Polon, ( ), - Engelking și Mrowka (Engelking R și Mrowka S ) Pe spații E-compacte, Bull Acad Paul Sci ( ), - Erdos (Erdos P ) Dimensiunea punctelor raționale în spațiul Hilbert, Ann Math ( ), Yung WH Ber Ges Wiss Leipzig, ( ) Proc London Math soc ( ), ( ) Quart J Math , ( ) Leipziger Ber ( ) Theory of sets of points, Cambridge, Proc London Math soc ( ), ( ), I ni sh evsk și th (JaniszewskiS ) Teză ( )! Literatură LITERATURA ADĂUGATĂ CÂND PROBAREA Antonovski M Ya * Despre axiomatica semicâmpurilor topologice, DAN UzSSR, Nr ( ), Efimov B A * Despre cardinalitatea spațiilor Hausdorff, DAN SSSR, , nr ( ) Cohen (C o h e p R J ) * Independența axiomei de alegere, Note mimeografice, Departamentul de matematică-mafică, Universitatea Slanford (Liau, ) * Independenţa continuumului h ■poteză, Proc Nat Acad sci SUA ( ), - (Partea ) și ( ), - (Partea a II-a) index al subiectelor Axioma alegerii ■- spațiu topologic Seturi analitice ( -seturi) , Spațiul de bază Coordonate baricentrice Complex infinit - poliedrul Dimensiune inductivă mare (Ind ) Seturile Borel , - Izomorfismul Borel Algebra Brouwer Limita superioară a unei secvențe de mulțimi (LsAn) Hartare reciprocă continuă '-cartare unică Hartare internă Invariant intern Set interior Spatiu complet imperfect spațiu normal (ereditar normal) - spațiu limitat - spațiul obișnuit - set ordonat Peste tot multime densă Mulțime convexă Propoziție (propoziție) Reziduu set - ordinul transfinit Dimensiunea geometrică a simplexului Cubul Hilbert Ipoteza continuului Homeomorfismul - clasa generalizata (a, p) Limita multimii Setul de delimitare - - la punctul Fața simplexului Afișați graficul Dualitate , Set bilateral din clasa a Diagonala Diagrama bicommutativă (exact) - comutativă Diametru set (b(A)) Disjuncția Set discret - o familie de submulțimi ale unui spațiu topologic Set Complement Legea dublei negații - terțul exclus - poziție falsă - contradicții Legile lui Morgan Zona inchisa Setul închis - display Închidere - în spațiul metric - complexul Ideal - maxim - propriu o-ideal Acoperire de măcinare Maparea B-măsurabilă a clasei a Punctul izolat Dimensiunea inductivă a spațiului (ind D') Cantor discontinuum (Setul perfect Kaptor) Index de subiect Cardinalul numărul Maparea cvasi-compacte Clasa de echivalare Clasele Fa și Oa ale lui Borel seturi Oscilația funcției Dimensiunea combinatorie a pro- spațiu (dim f( ) Compact (bicompac) pro- tara Complexul Compoziția afișajului Congruență modulo ideal Setul final Conjuncția Lema Urysohn - Zorna Setul ordonat liniar Setul liniar Localizarea proprietății Baza locală Local multime Borel • multime inchisa ■ familie finita - F ) , , , Runge , Ryll-Nardzewski S , , Nagami (Nagami K ) , , Nagata J Neubauer (Neubaucr L ) , von Neumann (von Xeumann J ) , , Nsmitski V V Nobeling G , , , Nicodim (Nikodyin O ) , , , , , Ață (Nitka W Novak J , Novikov P S , , , , , , Newman M N A , Oxtoby J C , , Ouray (Ogey S ) , Orlic (Orliczj , , , Otto (Otto E ) , , Pasynkov B A , Patterson (Patterson E M ) Peano G , Peileve (Raipieve R ) , Pinsker A G , Posament T , , Pompeju D , Pondichery E , Ponomarev V I , Pontryagin L S , , , Popruzhenko G , , , Proskuryakov Yu M , Poincaré (Roipsage N ) , , , Rasiowa N , , , Rennie V S , Ribeiro N , Rieger L , Saks S , , , , , , Sampei (Sanipei I i , , , Sarymsakov T A Sebashtia: i-i-Silva (Sebastiao-e-Sil- va) , Se-ipvanovskny (Selivanowski E ) , Semadeni Z , Sierpinski , , , , , , , , , , , , , , , (Sierpiiiski W ) cu "■ , , ' ' , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , - Sikorski R , , , , , Simmons (Simmons GF) Sion (Sion M ) , ,, Sirota (Shirota T ) , Sklyarenko E , Scott " Slovikovsky Smirnov Yu , Smith S L , D ) , (Slowikowski W ) M , , , , , , , , , , , , : , , HL) , , Sobolev Spencer GL Steenrod Stoilov (Stoîlow S ) , Piatra A (Piatra AH) , , , , (Steenrod N ) , Piatra M (Piatra M N ) , , , Strother WL , Suzuki J , Suslin M , , , , , Taimanov A D , Takki (Tukey VW) , Tang Tsao-Chen , index de nume Tarski (A Tarski) , , , , , , , , , , , Tietze (Tietze AT , , , Tikhonov A N , , , , Threlfall (V ) Troy (rhron WJ) , Tyrye (Tngue T ) , Telmish ItonipGp S N ) , Tvaokish L A , , , , , Whyburn G T , / , , Wilson W A , Ulam (Uiam Sl , , , , - , , , Wallace A Dl , , Walmeck (' Vallman N ) , , Uryson P S , , , I , , , , IU, , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , Uspensky V A , , Fere-ss (Veress R ) Flachsmeyer J , Fox (Goh R H ) , Franz W Freudenthal (Freudenthal I ) , Frechet (Frechet ) , , , DAR , , , , , , Frink O , , o Frolik Z , , Khapan (Napai Halmos (Halmos R R ) , Khan (Halin N ) , , , , , , , , ~ ) , Hanner (Nappeg O ) , Hartman (Harlrnat: S ) , Hausdorff ' (Hausdorff F ) , "" , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , Hedrick E R , Helmberg G , Ciocan R S , ' Hilgers A , Hilton (Hillon R J ) , Hawking JD Sala (Hali DW) Hopf (Hopf H ) , , , , , , Hewitt E , , Zippin L , , , Chassar (Csâszăr A ) , Chapman T A , , Chech E , , , ' , , Cliittenden , Choda (Choda N ) Schauder J , , Schwartz L , Schonflies A , Sheffer (Scheelfer L ) , Schmidt J , , Schneider W E , Pinirelman L G , Choquet G , , Sperner E , Spielrain-Marchevsky (Szpilrajn-Marczewski E ) , , , , , , , , , , , , , , , Schroder E , Steinhaus N , , , Eilenberg S , , , Engelking R , , , , Erdos (Erdos R ) , Tânăr (Tânăr W H ) , , , , , , , , Janiszewski S , Jankowski A , CUPRINS Prefață la ediția rusă Prefață la primul volum INTRODUCERE § Operaţii de logică şi teoria mulţimilor I Algebra logicii II Algebra multimilor III Funcții de declarație IV Operația E V Operații infinite pe platouri VI Familia tuturor submulților dintr-o mulțime dată VII Idealuri Filtre § Produsul direct al seturilor I Definiţie II Proprietățile produsului direct III Axe, coordonate, proiecții IV Funcții de enunț ale multor variabile V Legătura între operatorii E și V VI Înmulțirea axelor VII Relaţie Familie de factori VIII Congruență modulo un ideal § Mapări Comanda Numerele cardinale și ordinale I Terminologie și notație II Imagini și prototipuri III Operații pe imagini și prototipuri IV Diagrame comutative V Mapări cu mai multe valori VI Seturi de aceeași cardinalitate numere cardinale VII Funcții caracteristice VIII Produs direct generalizat IX Exemple de numărare a produselor X Comandă XI Seturi bine ordonate Numere ordinale XII Setul X XIII Spectrele inverse și limitele lor XIV (ST)-operare XV Sie Luzin XVI Aplicație la discontinuumul lui Cantor CAPITOLUL SPAȚII TOPOLOGICE § Definiţii Operatiune de inchidere I Definiţii P Interpretare geometrică III Reguli de calcul topologic IV Închidere relativă, V Analiza logică a sistemului de axiome Cuprins § Seturi închise şi deschise I Definiţii II Operațiuni III, Proprietăţi IV Seturi relativ închise și relativ deschise V Seturi de tip fg si Gj VI Borel seturi VII Acoperire spațială Măcinare VIII spații Hausdorff IX ^-spații X Spații regulate XI bază și subbază § Delimitarea și interiorul unui set CO I Definiţii II Cateva formule III Conexiune cu seturi închise și deschise IV Teorema aditivității V Seturi separabile VI Dualitate între operațiunile de închidere și de preluare a interiorului unui set § Vecinătatea unui punct Localizarea proprietății I Definiţie II Condiții necesare și suficiente III Filtre convergente IV Localizare V Seturi închise local § Peste tot Seturile dense, de graniță și nicăieri dense I Definiţii II Condiții necesare și suficiente III Operațiuni IV Descompunerea frontierei V Seturi deschise modulo nicăieri seturi dense VI Proprietăți relative VII Localizare VIII zone închise IX zone deschise § Puncte de acumulare I Definiţii II Condiții necesare și suficiente III Cateva formule IV Seturi discrete V Seturile dense în sine VI Seturi rare § Seturi de prima categorie I Definiţie II Proprietăți III Teorema unicității IV Proprietăți relative V Localizare VI Formule de descompunere §II Seturi deschise în raport cu seturile din prima categorie Proprietăți Baer I Definiție, II Remarci generale III Operațiuni IV Condiții necesare și suficiente IV a Teorema existenței V Proprietăţi relative VI proprietatea lui Baer în sens restrâns VII (o )-operare § I Formule ale teoriei generale a multimilor II Definiție III Teoreme de separabilitate Descompunerea într-o serie alternativă IV Proprietăți reziduale V Condiții necesare și suficiente VI Proprietățile mulțimilor descompuse VII deduceri VIII Reziduuri de Comandă Transfinite Cuprins § Continuitate Homeomorfismul I Definiţie II Condiții necesare și suficiente III Mulțimea £>(/) de puncte de discontinuitate IV Mapări continue, V Proprietăți relative Îngustarea Retragere VI Funcții cu valoare reală Funcții caracteristice VII Mapări continue unu-la-unu Compararea topologiei VIII Homeomorfismul IX Proprietăți topologice X Rang topologic XI seturi omogene XII Aplicații la grupuri topologice XIII Deschideți afișaje Mapări închise XIV Afișări deschis și închis la un punct dat XV Mapări reciproce continue § Spații complet regulate Atașamente normale ■ I Spații complet regulate II Spații normale III Setați sisteme similare în sens combinatoriu în spații normale IV Funcții reale definite pe spații normale V Spații normale ereditar VI Spatii perfect normale § Produsul direct LX'X ^ al spaţiilor topologice I Definiţie II Proiecții și mapări continue III Acțiuni asupra produselor directe IV Diagonală V Proprietăţi ale mapării f considerată ca o submulţime a spaţiului VI Secțiuni orizontale și verticale Cilindru pe set Lsf/,' VII Invarianți de reproducere directă § Produse directe generalizate I Definiţie II Proiecții și mapări continue III Acțiuni asupra produselor directe IV Diagonală V Invarianţi de reducere directă VI Limitele spectrelor inverse § Spațiu x Topologie exponenţială I Definiție, II Proprietăți de bază III Mapări continue cu mai multe valori IV Cazul când spațiul e} este regulat V Cazul când spațiul X' este normal VI Conectarea spațiului x cu structuri și algebre Brouwer § Funcții semicontinue I Definiţii II Exemple Conectare cu funcții reale semicontinue Remarci III Proprietăți de bază IV Unirea cartografiilor semicontinue V Intersecţia cartografiilor semicontinue VI Diferența de mapări semicontinue § Spațiu despărțitor Topologia factorială I Definiţie II Proiecții Conexiune cu mapări reciproc continue III Exemple și observații IV Relația dintre topologia factorilor și topologia exponențială Cuprins CAPITOLUL A Legatura cu spatii topologice ^'-spatii § ^''-spații (în care este definit conceptul de limită) Definiție II Legătura cu spațiile topologice III Conceptul de continuitate IV Produsul direct al '-spaţiilor V Spații ^-spațiu numărătoare VI Convergență continuă Mulțimea su ~ este ca un '-spațiu VII Operaţii pe spaţii cu '-topologia, VIII Convergenţă continuă în sens restrâns, IX Convergența Moore-Smith (definiții de bază) § Spații metrice Proprietăţi generale I Definiţii II Topologie în spații metrice III Diametru Continuitate Ezitare IV Numărul p( , B) Minge generalizată Normalitatea spațiilor metrice V Maparea limitelor VI Metrizarea produsului direct VII Distanța dintre două seturi Spațiu ( L), " "VIII Spații complet mărginite IX Echivalența metcdu-ului prin spații metrice numărabil compacte și compacte X Convergență uniformă Metrizarea spațiului YX" XI Extinderea mulțimilor relativ închise și relativ deschise XII Rafinarea acoperirilor infinite XIII Mulțimi generale în spații metrice XIV Spații de proximitate Spații uniforme (definiții de bază) XV Spații pseudometrice XVI Paracompacitatea spațiilor metrice XVII Probleme de metrizare § Spații cu bază numărabilă I Proprietăţi generale II Metrizarea si introducerea coordonatelor III Separabilitatea spațiului este uscată IV Identificarea seturilor închise V Produsul spațiilor cu bază numărabilă Seturi de prima categorie VI, Produse ale spațiilor cu număr baza proprietatea lui Baer B Probleme de alimentare § Puterea spațiului Puncte de condensare I Puterea spațiului II submult dens III puncte de condensare IV Proprietățile de bază ale operației O V Mulțimi rare VI Uniri de seturi rare VII Motive de ordine w VIII Conceptul de eficienta § Cardinalitatea diferitelor familii de seturi I Familii de decoruri deschise Familii de seturi cu proprietatea Baer, II Familii monotone bine ordonate IP Seturi descompuse IV Mulțimi derivate de ordin a, V Analiză logică, VI Familiile Cuprins funcții discontinue, VII Structura familiilor monotone de mulțimi închise VIII Familii strict monotone IX Conectarea familiilor strict monotone cu funcții continue X Familii strict monotone de tip ordin închis B Probleme de dimensiune § , Definiții Proprietăţi generale I Definiția dimensiunii II, Dimensiunea submulţilor III Mulțimea £(n) § Spaţii zero-dimensionale I Spațiul de bază II Teoreme de reducere și separabilitate III Teoreme despre unirea multimilor zero-dimensionale IV Continuarea multimilor zero-dimensionale V Spații numărabile § Spații de dimensiune n I Teoreme de unificare II Separabilitatea seturilor închise III Descompunerea unui spatiu -dimensional Stare Dn IV Continuarea multimilor "-dimensionale V Miez dimensional VI Spațiu slab "-dimensional VII Familiile care definesc dimensiunea VIII Dimensiunea produsului direct IX Mapări continue și unu-la-unu ale spațiilor n-dimensionale X Observații despre teoria dimensiunii aplicată spațiilor metrice arbitrare § Simplexuri, complexe, poliedre I Definiţii II Dimensiunea topologică a unui simplex III Aplicații la problema punctului fix IV Aplicații la cuburile Ep și £ So V Nervul sistemului set VI Mapări ale spațiilor metrice în poliedre VII Aproximarea mapărilor continue prin mapări z VIII Complexe infinite și poliedre IX Continuarea funcțiilor continue D Operațiuni contabile Borel seturi B-funcții măsurabile § Limitele inferioare și superioare I Limită inferioară II Reguli de acțiune III Limita superioară IV Reguli de acțiune V Relația dintre limitele Li și Ls VI Limită VII Proprietăți relative VIII Teorema generalizată Bolzano-Weierstrass IX Spațiu ( g)d § Multuri Borel I Echivalenţa II Clasificarea multimelor Borel III Proprietățile claselor Fa și Ga IV Seturi Borel bilaterale V Descompunerea mulțimilor Borel în mulțimi care nu se intersectează VI Serii alternante de seturi Borel VII Teoreme de reducere și separabilitate VIII Seturi relativ cu două fețe IX Setul limită de seturi cu două fețe X Local Borel seteaza Cuprins Operația sl a lui Montgomery, XI, Clase de calcul cu simboluri logice, XII Aplicații XIII Funcții universale XIV Existența unor mulțimi de clasa Ga care nu sunt mulțimi de clasa Fa XV Problema eficienței § Mapări B-dimensionale I Clasificare II Condiții necesare și suficiente III Suprapunerea funcţiilor, IV Restricții de funcție V Funcţiile mai multor variabile VI Funcții complexe, VII Afișează graficul VIII Limita de funcții IX pre-analitic setare X Teoremele lui Baire asupra funcţiilor de clasa I § Funcţii cu proprietatea Baer I Definiţie II Condiții necesare și suficiente III Operații pe funcții cu proprietatea Baer IV Funcționează cu proprietatea Baire în sens restrâns V Legătura cu măsura Lebesgue CAPITOLUL SPAȚII COMPLETE § Definiţii Proprietăţi generale I Definiţii II Convergenta si secvente fundamentale III, Produs direct IV Spațiu ( ^)t V, Spațiu funcțional VI Metrizarea completă a Gj-seturilor VII Completarea unui spațiu metric § Secvenţe de mulţimi Teorema lui Baer I Coeficientul a(A) II teorema lui Cantor III, Aplicație la funcții continue IV Teorema lui Baer [ ] V Aplicaţii la seturi de tip Gs VI Aplicații la seturi de tip Fg și G VII Aplicații la funcții de primă clasă VIII Aplicații la teoreme de existență § Continuarea funcțiilor I Extinderea funcţiilor continue, II Continuarea homeomorfismelor III Caracterizarea topologică a spațiilor complete IV Invarianța internă a diferitelor familii de mulțimi V Aplicaţii la ranguri topologice VI Continuarea funcțiilor B-măsurabile VII Extinderea homeomorfismului clasei (a, ₽) § Relația dintre spațiile complete separabile și spațiul oV al numerelor iraționale I (o )-operaţie II Mapări ale setului "V în spații complete III Mapări unu-la-unu IV Teoreme de descompunere V, Relația cu setul Cantor ' Cuprins § Borel adună în spații complete separabile I Relația dintre mulțimile Borel și spațiu II Caracterizarea claselor Borel de mulțimi folosind homeomorfisme generalizate III Descompunerea mulțimilor cu două fețe în serii alternative IV Clase mici Borel § Seturi explicite de proiect I Definiţii II Relaţiile dintre clasele proiective III Proprietățile mulțimilor proiective IV Proiecții V Funcții universale VI Teorema existenței VII Invarianta V!I: Funcţiile proiective ale enunţurilor IX Invarianța claselor proiective în raport cu cernerea unei site sub -operare X Inducția transfinită operațiunile Xi Hausdorff § Seturi analitice I Teoreme generale I Mulţimea analitică ca urmare a operaţiei (oî) III Prima teoremă de separabilitate IV Aplicații la seturile Borel V Aplicaţii la funcţiile B-măsurabile VI A doua teoremă de separabilitate VII Ordinea valorii unei funcții măsurabile B, VIII, Componente sau constituenți SA-seturi IX Clase proiective de funcții propoziționale care implică tipuri ordinale variabile X Teoreme de reducere XI, Funcții ale claselor A și C A § Complet imperfect și alte spații singulare I Spații complet imperfecte II Spatiile sunt evident de prima categorie III ^^ spații IV Afișări V Proprietatea / VI s-spații VII ѵ-spații, spații aglomerate, proprietatea C VIII Legătura cu proprietatea Baer în sens restrâns IX Legătura spațiilor v cu teoria generală a myoges;v ANEXA I Câteva aplicații ale topologiei la logica matematică A Mostovsky II Despre aplicațiile topologiei la analiza funcțională R Sikorsky Literatură Index Index de nume 